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Ueberſichtliche Darftellung des Inhaltes. 


Im vorliegenden erftien Bande der Differenzial- und Inte: 
gralrechnung find bloß die Functionen einer allgemeinen Größe 
diefem Galcul unterzogen worden; an den verfchiedenen Or⸗ 
ten, wo zwei und mehrere allgemeine Größen zugleich auf- 
traten, warb jedesmal der zuerft erwähnte Fall herzuftellen gefucht, 
um alsdann die Grgebniffe des Differenzial- und Integralcal- 
euls, die für Functionen einer allgemeinen Größe bereits ge- 
wonnen wurden, auf jene Fälle anwenden zu koͤnnen. Ser: 
ner war es dem Derfafler bei der Ausarbeitung diefes Bandes 
vorzüglich um die Integralrechnung zu thun; deswegen ift auch 
von der Differenzialrechnung nur fo viel mitgetheilt worden, als 
zum Verftändniffe der Integralrechnung nothwendig erachtet wurde. 

Die Differenzialrechnung 
(in zwei Kapiteln zerfällt). 

Gleih am Eingange des erſten Kapitels ift das Am- 
per’sche $undamentaltheorem der gefammten Differenzial- und 
Integralrechnung mitgetheilt und begründet worden. Dasſelbe 
drüdt die wichtigfte Eigenfchaft der continuirlichen Function ei» 
ner allgemeinen Größe aus und lautet, wie folgt: ‚Wenn in 
einer continuirlichen Function, im Bereiche ihrer Continuität, 
die allgemeine Größe x eine unendlich Fleinwerdende Aenderung 
erleidet, fo bietet (die Function Ax+B ausgenommen, wo A 
und B von x unabhängig find), die Aenderung der Function 
durch die Menderung der allgemeinen Größe getheilt, zum Quo⸗ 
tienten eine neue Function von x dar.” Diefe neugewonnene 
Sunetion, die unter der Benennung abgeleitete Function, Dife 
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ferenzialquotient oder Differenzialcvefficient auftritt, ward dann 
für die algebraifchen und erponentiellen Functionen abgeleitet, und 
zur jedesmaligen Erzeugung berfelben für andere Functionen 
find einige allgemeine Gleichungen aufgeftellt worden. 

Das zweite Kapitel enthält einige Anwendungen der Dif- 
ferenzialquotienten. Dieſelben umfaffen im: 

$. I. Die Reihen von Taylor und Maklaurin fammt deren 
Sraänzungen, und im 

$. I. a) Die Ausmittelung der Werthe der Functionen , 
die für befondere Werthe der allgemeinen Größe in 2 über- 
gehen; b) die Angabe jener Werthe der allgemeinen Größe 
einer Function, die diefer Function Marimum- oder Minimum⸗ 
werthe beilegen. 


Die Integralrehnung 
(in vier Kapiteln zerfällt). 

Im erften Kapitel wurde, außer der Feftftellung der Be- 
deutung und Bezeichnung eines unbefliimmten fowohl, ale eines 
beftimmten Integralausdrudes, auch der Zufammenhang des 
beflimmten Integrals mit einer Summe von Größen feflge- 
ftellt, die ſaͤmmtlich in der zu integeirenden Differenzialformel 
oder Differenzialfunction ihren Urſprung haben; zugleich iſt da- 
ferbft ein allgemeines Kriterium angegeben, aus der vorgelegten 
Differenzialformel jedesmal das Statt- oder Nichtftatthaben diefes 
Zufammenbanges zu erkennen. 

Das zweite Kapitel ift ausfchlieglich dem Auffuchen un- 
beflimmter Sntegralfunctionen, die vorgelegten Differenzialfor- 
mein entiprechen, gewidmet; und zwar nach den verfchiedenen, 
üblichen Integrationsmethoden. Dede diefer Methoden ift bes 
fonders herausgehoben, erläutert und mit Anwendungen ver: 
fehen worden; wobei nicht nur der Einübung diefer Methoden, 
fondern ganz vorzüglich einer fuftematifchen Entwidelung und 
3ufammenftellung der wichtigften algebraifchen und erponentiellen 
Integralfunctionen Rechnung getragen wurde. Diefes Kapitel 
zerfälft in fieben Paragraphen folgenden Inhaltes: 
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$. I. Derſelbe enthält die Fundamentalgleichungen beim Ins 
tegriren von Differenzialformeln überhaupt, und der algebrai- 
fhen und erponentiellen Differenzialfunctionen im Befondern. 

$. II. Das Integriven nach der Ableitungsmethode. — Das 
Verfahren, aus einer, in Bezug auf eine Buchftabengröße identi- 
fhen Gleichung, kraft diefer Identität, neue Folgerungen zu 
ziehen, tritt bier unter der Benennung „Ableitungsmethode ” 
auf. Diefes Verfahren ift fonad) nichts anders, als dag analy- 
tifche oder fortentwidelnde. Im Gegenfage mit demfelben fteht 
das funtetifche oder das zurücdführende, das in den $. $. III, 
IV und V des vorliegenden Kapitels beim Integriren zur An: 
wendung gebracht wurde. 

.$. IH. Das Integriren nach der Methode des Zurüdführens 
auf dem Wege der Subftitution. — Die bier zur Ausübung 
gebrachte Methode ſteht im genaueften Gegenjake mit der des 
vorangehenden Paragraphen. 

$. IV. Das Integriren nad, der Methode des Zurüdfüh- 
rens auf dem Wege der Recurſion. — Das Characteriftifche diefer 
Methode beſteht darin, eine vorgelegte Integralformel als all- 
gemeines Glied einer Reihe anzufehen, und, wie folches bie- 
weilen in der Lehre der Reihen mit Erfolg ausgeübt wird, 
durch Angabe einer Recurfionsgleichung unter den Gliedern zur 
Kenntniß des allgemeinen Gliedes zu gelangen. 

$. V. Das Integriren nach der Methode des Zurüdfüh: 
tens auf dem Wege des Zerlegens. — BDiefelbe befteht darin, 
die zu integrivende Differenzialformel, falls deren Integral⸗ 
function nicht fo Teicht erhältlich ift, in eine algebraifche Summe 
von Differenzialformeln dergeftalt aufzuldfen oder zu zerfällen, 
daß jede derfelben als integrirbar erkannt werde. 

$. VI. Bas Integriren nad) der Ableitungsmethode, mit- 
telſt Differenziation oder Integration nach einer allgemeinen 
Größe. — Wie oben bei $. 11. bemerkt wurde, kann man aus 
einer Gleichung, die einen Integralwerth daritellt und eine all- 
gemeine Größe enthält, diefe allgemeine Größe zur Erzeugung 
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neuer Gleichungen benuͤtzen, und ſo die Werthe neuer Inte⸗ 
gralausdruͤcke gewinnen. Im vorliegenden $. wird dieſe allge⸗ 
meine Groͤße unabhaͤngig von der Variabeln der Integration vor⸗ 
ausgeſetzt, und den Operationen des Differenzirens und Inte⸗ 
grirens unterzogen. 

$. VII. Um die in größeren Werfen über Integralrechnung 
enthaltenen Integralformeln bier nicht zu miffen, ift abwechfelnd 
nach der einen und der andern Methode der fünf vorangeſchickten 
Paragraphen das dort DVerfäumte bier nachzuholen gefucht 
worden. Aus dem diefer überfichtlichen Darftelung nachfolgen- 
den Inhaltsverzeichniſſe Täßt fich diefer Paragraph am beſten 
und ſchnellſten uͤberſehen. 

Das dritte Kapitel, das von der Ausmittelung der Wer⸗ 
the beſtimmter Integralien durch geſchloſſene algebraiſche und 
exponentielle Functionen handelt, zerfaͤllt in fünf Paragrarhen 
folgenden Inhaltes: 

$. J. Das beſtimmte Integrale zwiſchen den Grenzen a und 


b der Differenzialformel z(x)dx, oder der Ausdrud j zlx)dx 


wird, wenn Fix) die unbeflimmte Integralfunction diefer Dif- 
ferenzialformel ift, entweder durch F(b) — F(a), oder durch 
eine Summe von Größen dargeftellt, die aus z(lx)dx entfle- - 
hen, wenn man in ax) für die allgemeine Größe x alle 
Werthe von x=a big x—b und für dx eine unendlich Hein- 
werdende Gonflante » feßt, welche Conſtante den Lnterfchied 
zweier Nachbarswerthe von x, beim Uebergange von x=a 
bis x<—=b vorftelt. — Die Lebereinfiimmung diefer beiden Re- 
fultate ift aber entweder an die Bedingung der Sontinuität der 
unbeftimmten Integralfunction F(x) innerhalb derfelben Grenz 
werthe a und b von x gebunden, oder, in den Fällen wenn 
F(x) nicht angebbar if, an die Bedingung geknüpft, daß 
HR)w für alle Werthe von x=a bis x=b unendlich klein⸗ 
werdend verbleibe. Gleich am Eingange dieſes Paragraphen find 
fünf beflimmte Integralien vorgeführt worden, von denen die 
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deei erfien der emen oder der andern diefer gleichbedeutenden 
Bedingungen entiprechen, die beiden Iehten aber denfelben nicht 
nachkommen. Alle befiimmte Integralien nun, die zu denen 
der letztern Art gehören, find im ganzen Verlaufe diefes Ban⸗ 
des von aller und jeder Lnterfuchung ausgefchloffen worden. 

Für Integralien, die einer der eben erwähnten Bedingungen 
nachkommen, bleibt noch, zumal dann, wenn deren unbeſtimmte 
Integralfimetionen nicht darftellbar find, die Beantwortung der 
Frage mwünfchenswerth: ob biefelben endliche oder umendlich- 
geoßwerdende Werthe darbieten. Denn wenn diefe Frage bejahend 
in legterem Sinne, und zwar apriori entichieden werden kann, ift 
man aledann auch jeder weitern, bisweilen böchft befchwerlichen 
Beſtimmung eines folchen Integrals überhoben. Zu diefem Zwecke 
find hier, in einer fuftematifchen Reihenfolge von Säten, Kenn- 
zeichen der Gonvergenz und Divergenz beflimmter Integralien 
angegeben worden. 

Der erfie diefer Säge lautet: Wenn die Integrationsgrenzen 
a und b endliche Größen find, oder wenn b—a eine endliche 
Größe vorſtellt, alsdann ift das beflimmte Integrale jedesmal 
convergent. Die übrigen Saͤtze befchäftigen fich mit dem Falle 
wenn b— a unendlid großwerdend if. Solche Integralien 
fönnen convergent oder divergent fein, je nachdem gewiffe ohne 
Ende fortlaufende Reihen zu den convergenten oder divergen- 
ten gehören. Diefer Umftand fowohl, als auch der, die Braud)- 
barkeit der beflimmten DIntegralien in anderen Partieen der 
Analyfe zu zeigen, machte es nothwendig einige Saͤtze über 
Gonvergenz und Divergenz von ohne Ende fortlaufende Reihen 
einzufchalten.  ' 

Der Schluß diefes Paragraphen enthält eine Anwendung der 


gewonnenen Säge auf das beſtimmte Integrale S gx)dx, be 


treffend die Convergenz und Divergenz bdesfelben, wenn g(x) 
eine algebraifch rationale Function von x bedeutet, und 
die Ausfcheidung der Fälle der Eonvergenz von denen der Di- 
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vergenz einer ohne Ende fortlaufenden Reihe, deren zwei aufein- 
ander folgende Glieder u, und u... die Relation: 


ur _KPHERKTU HER. 
U, Krekizeokr... 


eingehen, wo Eı, Ea, ... und e;, ea, . . . beliebige, reelle und 
von k unabhängige Zahlenwerthe worftellen. 

$. II. Diefer Paragraph hat zum Gegenftande die Ausmit- 
telung der Werthe beflimmter Integralien, gefolgert aus den 
unbeflimmten Integralfunctionen derfelben. 

Der gleich in den erften en. diefes Paragraphen erörterte 
Begenftand betrifft den Fall, wenn die unbeflimmte Integral- 
function, bedingt durch die Form der Function, für einen und 
denfelben Werth der allgemeinen Größe mehrere, um endliche 
Differenzen abweichende Werthe annimmt. Wenn man näm- 


lich SF g)dx = Fix), alfo F Hlx)dx = F(b)—Fa) hat, und 


die Function Fix) ift der Art, daß fie für einen einzigen und 
völlig beftimmten Werth von x mehrere, ungleich große Werthe 
darbieten Tann, fo entfteht die ganz .natürliche Frage: in wel- 
chem Sinne der Vieldeutigkeit fol in der letzten Gleichung F(b) 
und in welchem F(a) genommen werden, damit der Lnterfchied 
F(b)—F(a) denfelben Werth darbiethe, als die aus Hlx)dx 
von x=a bis x=b entipringende Gliederfumme? — Nach 
einer gründlichen Erörterung diefes Gegenſtandes, die in ge— 
drängter Zuſammenſtellung hier nachfolgt, ift diefe Frage dahin 
entichieden worden, daß F(b) fowohl als Fla) in gleichem 
Sinne der Vieldeutigfeit zu nehmen find. Dede vieldeutige 
Junction von x, wie F(x), kann durch Einführung einer oder 
mehrerer wilfführlichen und von x unabhängigen Größen, wie 
r, r', r", .. .. deren Gefammtheit durch eine einzige Größe 
o zufammengefaßt angedeutet wurde, erfegt werden; fo daß 
man flatt der vieldentigen Function Fix) etwa lo, F(x)] 
fegen Tann, wo F(x) nunmehr als eindeutige Function auftritt, - 
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und die willführliche Größe 9, vereint mit der Function 2 
alle Dieldeutigkeiten der vorgelegten Fix) darbieten. Diefe 
Zunction lo, F(x)] ift der Kürze wegen durch flo,x) vorges 
ftellt worden. Wenn nun im lehteren Ausdrude für o der 
Reihe nach die Werthe 04, 02, 031 - - - Oxı - - . eingefeht 
werden, fo follen die Ausdrüde fpı, X), ſCoæ, x), fps, %),.-- 
for, %) ..., wenn in denfelben für x ein beftimmter Werth 
angenommen wird, alle Werthe erzeugen, die die Function 
F(x) vermöge ihrer Vieldeutigkeit, für denfelben Werth von x- 
darbieten Tann. Daß diefe, den verfchiedenen Werthen o entfpre- 
chenden Werthe von flo, x), für denfelben Werth von x 
ſaͤmmtlich ungleich große Werthe annehmen, folgt aus dem 
gegebenen Begriffe einer vieldeutigen Function. — Hat man fp- 
nad) die Gleihung S glx)dx = Flx), und ſtellt F(x) eine viel- 
deutige Function von x vor, fo erfeße man diefelbe zuerft durch 
f(o, x); das Differenziale diefes Ausdrudes nach x feße man 
ftatt Hlx)dx, und da diefes Differenziale im Allgemeinen aud) 
die neu eingeführte Größe enthalten wird, fo ftelle man dasfelbe 
durch filp, dx dar; integrirt man nun von x=a bie x—=b, 


fo bat man S u, x)dx=flo, b) — f(0, a); und wenn 


p, einen der Werthe, deren o fähig iſt, vorſtellt, fo Tautet 
die Antwort der obigen Frage wie folgt: Diefelbe Größe p, 
muß in allen Gliedern der letzten Gleichung flatt o eingefegt 


werden, nämlich man bat: f f1(0,, x)dx = f(p,, b) — f(p,, a). 


Zu diefem Eraebniffe führen die zwei Säte in den Nrn. 132 
und 133. 

Die folgenden Nen. diefes Paragraphen enthalten einige An: 
wendungen diefes Ergebniffes und die Werthe einiger beftimmten 
Integralausdrüde, gefolgert aus den denfelben entfprechenden 
unbefliimmten Integralfunctionen. 

$. III. Die Integrationsmethoden der Ableitung und des 
Zurüdführens auf dem Wege der Subftitution fowohl, als der 
Recurfion, wie folche im zweiten Kapitel gebraucht wurden, 
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find bier, fammt den nöthigen Modificationen, die von den In⸗ 
tegrationsgrenzen herruͤhren, entwidelt und auf die Herſtellung 
verfchiedener beflimmten Integralien angewandt worden. 

Mehrere in diefem Paragraphen gewonnene Reſultate fügen 
fih auf die Grenzgleihung Lim: e"=0, wo das Grenz- 
zeichen auf das unbeflimmte umd unendliche Zunehmen von z 
bezogen iſt; aus diefer Grenzgleichung fließen auch, wenn man 
er = f(z) + y-ıF(z) feßt, die Grenzgleichungen Lim : f(z) = 0 
und Lim: F(z) =0.— Zur Hebung jedes Mißverftändniffes, die 
die beiden letzten Grenzgleichungen erzeugen können, diene Folgen- 
des: Die trigonometrifchen Größen, die unter den Benennungen 
Coſinus und Sinus befannt find, koͤnnen auch durch die Func- 
tionen, die hier durch f und F angedeutet wurden, ausgedrüdt 
oder gemeflen werden, und zwar für unendlich Tleinwerdende 
und endliche Werthe der allgemeinen Größe z, keineswegs 
aber für unendlich großwerdende Werthe von z; denn beim 
zuleßt erwähnten Zuſtande der allgemeinen Größe, nehmen 
eritere oder die trigonometrifchen Größen, die ihren Urſprung im 
Kreife Haben, unbeftimmte Werthe an, während letztere, bier 
durch f(2) und F(2) dargefiellte Functionen von z oder die, ohne 
Ende fortlaufenden Reiben: 


z? 24 23 2* 
1 72 tr a3 7 00900 no 733 + 12315 0000 


wie aus der Beweisführung Nr. 151 hervorgeht, unendlich 
kleinwerdende Grenzwerthe darbieten. — Wenn alfo in der eben 
erwähnten Nr., wie die Gleichungen (ID) dafelbft zeigen, Die 
Grenzgleihungen Lim: Cos.z=0 und Lim: Sin. z=0 vor: 
tommen, fo treten diefe Größen oder Functionen CGos.z und 
Sin.z nicht als trigonometrifche Größen, fondern Tediglich ale 
Nepräfentanten der beiden fo eben aufgeftellten unendlichen 
Reihen auf; und diefe Tehteren find es auch, die in der Dif- 
ferenzial - und Integralrechnung, wo nur von ber abftraften 
Größe oder von der Größe die Rede iſt, inſofern ſolche als 
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Repraͤſentant mehrerer Einheiten auftritt, jedesmal in Betracht 
zu ziehen find, um manches Neſultat begreifen zu können. 
$. IV. Das Integrationsverfahren, das in $. VI des vor- 
angehenden Kapitels zur Anwendung kam, wurde bier fammt den 
nötbigen Bemerkungen, welche auf Die Integrationsgrenzen Bezug 
haben, mitgetheilt und auf mehrere Fälle angewandt, bie 
nach anderen Methoden nicht fo leicht zu behandeln fein dürften. 
$. V. Die in den drei vorangefchicdten Paragraphen mit- 
getheilten Integrationsmethoden Tommen hier abwechfelnd zur 
Anwendung; aud find hier einige nicht unintereflante Trans⸗ 
formationen und Integrationsbeflimmungen mittelft ohne Ende 
fortlaufenden, convergenten und fummirbaren Reihen gewonnen 
worden. Eine Hare und ſchnelle Weberficht über den Inhalt 
diefes Paragraphen erhält man aus dem nachfolgenden Inhalts⸗ 
verzeichniße. . 
Das vierte und legte Kapitel diefes Bandes hat zum 
Gegenftande die näberungsweife Beſtimmung der Integralien, 
und zerfällt in drei Paragraphen folgenden Inhaltes: 
$. I. Annäherungsweife Integration durch ohne Ende fort: 
laufende Reiben. — Nachdem ein Sat über Convergenz von 
ohne Ende fortlaufenden Reihen, deren Glieder ungleiche Zei- 
hen tragen, mitgetheilt ward, wurde fofort auf folgendem 
Wege zur Darftellung der Integralien durch ohne Ende fort- 
laufende Reihen gefchritten.. In der zu integrirenden Diffe- 
renzialformel S(x)dx zerlegte man die Function g(x) in eine 
ohne Ende fortlaufende und convergente Gliederreihe von Fune- 
tionen von x dergeftalt, daß jede diefer Functionen mit dx 
multiplieirt, nach den zwei vorangehenden Kapiteln als inte- 
grirbar und die Gefammtheit diefer Integralien für numerifche 
Beſtimmungen, als brauchbar ſich herausftellte. — Daß das Ber- 
fällen der Function S(x) in eine unendliche Reihe von Fune- 
tionen von x nicht ganz gleichgültig fei, if in Nr. 197 an 
zwei befonderen Fällen dargethan worden. Ferner ereignet es 
ſich nur zu oft, dag die Function z(x) in vorhin angedeuteter 
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Weife behandelt, zumal dann wenn eine der Sntegrationg- 
grenzen unendlich großwerdend ift, im Integralwerthe unend- 
lich großwerdende Glieder hervorruft. In den Nrn. 198 — 202 
fommen mehrere Integralausdrücde diefer Art vor; diefelben find 
nad) drei, zwar ungleichen Verfahrungsweiſen behandelt worden, 
die aber fämmtlich dahin fireben, die vorgelegten Integralaus- 
druͤcke auf andere zurädzuführen, die Feine der Integrationsgrenzen 
unendlich großwerdend haben, und fonach dem Uebelſtande, un- 
endlich geofwerdende Glieder im Integralwerthe zu haben, 
nicht mehr unterliegen. So erfcheint in Ar. 198 das Integrale 


Ss log.(1+a?+2aSin.x)dx auf die Ermittelung des Integrale 


Glog.(l+2°+2a Sin.x)dx zuruͤck gebracht; in den Nrn. 199 
und 200 erfcheinen 'einige Integealien der Form S zx)dx mit- 
telſt der Gleichung S Grddx = S,ga)dx — JS gixdx (da in 
den vorgelegten Fallen dag F 3065)dx anderwaͤrts beſtimmt 


wurde), von dem Integrale S 5(65) dx abhängig, welches in 


gewöhnlicher Weile behandelt, Keine unendlich großwerdende 
Glieder. im Integralwerthe darbietet; endlich find in den Nrn. 
201 und 202 zwei beftimmte Integralien analog wie im vor⸗ 
hergehenden Falle behandelt worden, nämlich durch die Gleichung 


S "la)dx = S rdx — S "Ha)dz, und da das Integrale 


—FX hier nicht als bekannt vorausgeſetzt werden konnte, 


fo iſt die Schwierigkeit durch Einführung einer Conſtante c um- 
gangen worden, die im Verlaufe diefer Nrn. numerifch ermit- 
telt wurde. Dieſelbe erfcheint dem Zahlenwerthe nach durch die 
Gleihung (a) Nr. 201 gegeben und durch eine jede der Grenz- 
gleihungen (A) Nr. 202 dargeftellt; mit einer größeren @e- 

nauigfeit als durch die Gleichung (a) erfcheint diefe Conſtante 
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in $. II. des vorliegenden: Kapitels Nr. 225, Gleichung («’) 
gegeben. Die beftimmten Integralien, die. in den Nrn. 203 
bis 207 vorgeführt wurden, enthalten ſaͤmmtlich diefe eben 
erwähnte Sonfante c. — Den Beichluß diefes Paragraphen bildet 


das Integrale f — met bei welchem gezeigt wurde, 


daß bisweilen Dur eine paſſende Umformung eines vorgelegten 
Integrals auch die unendliche Reihe, welche den Werth desfelben 
repräfentirt, der Art umgeformt erfcheint, daß diefelbe als- 
dann fehneller, als vor der Umformung zum numerifchen Werthe 
des Integrals führt. 

$. 11. Das Integrationsverfahren durch ohne Ende fort- 
laufende Factorenfolgen, das den Inhalt des vorliegenden Para⸗ 
oraphen ausmachen fol, ward einzig auf die Herflellung der 
Euler'ſchen Integralien eriter und zweiter Art angewandt. Der 
Zweck diefes Paragraphen. war weniger, das in der Ueberſicht 
angezeigte Integrationgverfahren heraus zu heben und zu be 
feuchten, fondern vielmehr die Functionen, welche die Euler’- 
fchen Integralien vepräfentiven zu unterfuchen; um dadurch zu 
zeigen, wie es eigentlich die Integralrechnung ift, die neue 
Functionen in die Analyſe einführt und deren wichtigſte Eigen⸗ 
ſchaften kennen lehrt. 


In Nr. 214 ward das beſtimmte Jx'-"e-"dx, für alle po- 


fitive Werthe von a durdy eine ohne Ende fortlaufende Fac⸗ 
torenfolge dargeftellt, und in der darauf folgenden Nr. deren 
GSonvergenz dargethan; die beiden darauf folgenden Nen. 216 
und 217 ftellen noch einige Integralien von derfelben Factoren⸗ 
folge abhängig dar, fo wie die DBegriffsbefiimmungen der Eu⸗ 
leefchen Integralien erfter und zweiter Art fell. Diefe ohne 
Ende fortlaufende Factorenfolge, die von a dependirt, tritt von 
Ne. 214 angefangen und in allen darauf folgenden Nrn. diefes 
Paragraphen als neue und ſelbſtſtaͤndige Function auf, die nad) 
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Legendre, die Function Gamma ber allgemeinen Größe a 
benannt und duch JXa) dargeftellt wurde. Die Nrn. 218 und 
219 druͤcken die Werthe noch einiger befiimmten Integralien ſo⸗ 
wohl durch die Function Gamma, als durch den Differenzial- 
quotienten derfelben aus. Die Nrn. 220 — 223 enthalten die 
vorzüglichften Eigenfchaften der Function Gamma, die fämmtlich 
nur mit Hülfe der Integralrechnung gefolgert worden find. Die 
darauf folgenden ten. haben zum Gegenflande die numeriſche Be⸗ 
fimmung diefer Function für gegebene Werthe der allgemeinen 
Größe, und die Angabe noch einiger Integralien mittelft der 
Function Gamma, 

$. IH. Das allgemeine Integrationsverfahren duch An- 
naͤherung, das im vorliegenden Paragraphen mit der größten 
Ausführlichkeit behandelt wurbe, iſt das der Quadraturen, und 
ſtuͤtzt ſich auf die Gleichung: 


h 
Ss o(x)dx — @ 4 pla)+pla+w)--pla+20)-+ .. +o(b—o)-H4p(b)}, 


en der eine unendlich kleinwerdende, reelle Größe bedeutet. 
Da in der Nr. 243 eine gedrängte Zufammenftellung der 
Ergebnifle diefes Paragraphen mitgetheilt wurde, fo bürfte ein 
einfaches Hinmweifen auf diefe Nr. Hier genügen. 
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Differeuzial: und AIutegral: Nechnung. 


Einleitung. 


4. Jede algebraifhe Verrichtung (functio) mit einer allgemeinen 

Größe wird eine Function diefer Größe genannt. 

Anmerfung. Zu den algebraifchen Werrichtungen gehören: das Abbiren, 
Multipliciren , Potenziren und die Gegenfäße: das Subtrahiren, Divi⸗ 
diren, Depotenziren oder Wurzelausziehen. 

2. Kommen diefe VBerrichtungen in endlicher Anzahl vor, fo 
nennt man die Function algebraifch. Der Ausdruck: 
x — 3yx 


7x — 8 Yirx —ı? 
fteüt eine folche algebraifche Function der allgemeinen Größe x dar. 


3. Kommen hingegen dergleichen algebraifche DVerrichtungen in 
unendlicher Anzahl vor, ohne foldye auf eine endliche Anzahl zurück 
bringen zu können, dann hat man es mit einer transcendenten 
Function zu thun. &o ftellen die ins Unendliche fortzufekenden 
algebraifchen Operationen: 


x3 x5 x? on 
ta Tasse tr Mm, 0) 
” „433 18 45 
(x-1) — er „EI _ Ir a — ininf., (II) 


(1 — 4x2) (1 —4x?) (1 — x?) (1 — 242%) in inf. , (III) 
teanscendente Gunctionen der allgemeinen Größe x vor. 


Raabe, Diff. u. Int. Rechnung. on 1 





Differenzial: und Integral: Nechnung. 


Einleitung. 


4. Jede algebraifche Verrichtung (functio) mit einer allgemeinen 

Größe wird eine Function diefer Größe genannt, 

Anmerfung. Zu den algebraifchen Werrichtungen gehören: das Adbiren, 
Multipliciren , Potenziren und die Gegenſätze: das Subtrahiren, Divi: 
diren, Depotenziren oder Wurzelauszichen, 

2. Kommen diefe Verrichtungen in endlicher Anzahl vor, fo 
nennt man die Function algebraiſch. Der Ausdrudf: 


2 — 3yr 


7x — 8 Yi=z — 
ſtellt eine ſolche algebraiſche Function der allgemeinen Größe x dar. 


3. Kommen bingegen dergleichen algebraifche Verrichtungen in 
unendlicher Anzahl vor, ohne foldhe auf eine endliche Anzahl zurück 
bringen zu können, dann hat man eg mit einer transcendenten 
Function zu thun. So ſtellen die ins Unendliche fortzufeßenden 
algebraifchen Operationen: 


x3 x5 x7 . 
ot Dass  Tasaseoır mm, 0) 
21 „t)3 -1)% -1)5 
(x-1) — cr „EI _ I, * — in inf., (II) 


(1 — 4x2) (1 —3x?) (1 — x?) (1— 43° in inf, (III) 
teranscendente Functionen der allgemeinen Größe x vor. 
Raabe, Diff. u. Int. Rechnung. on 4 
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4. Einige der transcendenten Functionen find bereits binlänglich 
unterfucht und unter beftimmten DBenennungen in der Analyfis 
befannt. 

So wird die Function (T) der Sinus der Größe x, 

(IT) der natürliche Logarithmus der Größe x, 

(III) der Coſinus der mit der bekannten Lu⸗ 
doiphifhen Zahl » multiplicieten allge⸗ 
meinen Größe x genannt. 


5. Wil man im Allgemeinen irgend eine Function einer allge» 
meinen Größe x andeuten oder bezeichnen, fo ſetzt man derfelben 
einen der Buchftaben f, F, ꝙ, %, . . vor. Es ftellen demnach die _ 
Symbole fix), Fix), ga), x) - . beliebige, algebraifche oder 
teanscendente Zunctionen der allgemeinen Größe x dar. 

6. Der Zahlenwerth einer Function richtet fich im Allgemeinen 
nach dem der allgemeinen Größe x beigelegten Werthe. Es zeugen 
die in den Nr. 2, 3 aufgeführten Beifplele von der Richtigkeit diefer 
Behauptung. Aus diefem Grunde wird den Ausbrude Function 
auch der Degriff der Abhängigkeit beigelegt, und man befinirt eine 
Function wie folgt: 

Jeder von einer allgemeinen Größe x abhängige Aus— 
druck (Me 2 u. 3), der ſich zugleih mit diefer Größe än- 
dert, if eine Function diefer Größe. 


Sn diefer Bedeutung wird der Ausdruck Function bei allen fol- 
enden Unterfuchungen auftreten. 


7. Da num eine Function ebenfalls eine mathematiſche Größe oder 
Bunt ift, ſo unterliegt dieſelbe allen algebraiſchen Operationen der 
einfachen Größe, und wird nach gleichen Regeln, wie die einfache 
Größe Hei allen analytiſchen Unterſuchungen behandelt. 


8. Wir haben bereits (in den Nrn. 2, 3) die Functionen in al- 
gebraifhhe und trangcendente abgetheilt; um fich jedoch leichter mit- 
theilen zu können, wird noch die algebraifhhe Function in Unterab- 
tbeilungen zerfällt. Man fpricht von rationalen und irratio- 
nalen algebraifhen Functionen; erftere führen Leine unauflösbaren 
NWurzelgrögen mit fich, während die lehteren die allgemeine Größe, mit 
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nicht wegzufchaffenden Wurzelzeichen behaftet enthalten. Jede diefer 
Abtheilungen wird ferner in ganze und gebrochene Functionen ' 
abgetheilt; wenn nämlidy die allgemeine Größe nicht als Divifor auf: 
tritt, wird fie eine algebraifch ganze (rationale oder irrationale) 
Function genannt; kommt bingegen diefe allgemeine Größe auch als 
Penner oder Divifor vor, aus dem fie nicht weggeichafft werden 
kann, dann wird fie eine algebraifch gebrochene (vationale oder irra⸗ 
ttonale) Sunction genannt. 


9. Was die transcendenten SFunctionen betrifft, fann, ihrer un⸗ 
endlichen Anzahl wegen, von einer Abtheilung oder Klaffification 
derfelben feine Rede fein. Dennoch wird jede einzelne dieſer Func- 
tionen verfchiedentlidy abgetheift. Wir wollen nur als Beifpiel die 
Erponentiaffimction a*, wo x die allgemeine Größe ift, vorführen. 

Wenn 

‚aze= 2,7182818 ... 


angenommen wird, fo bat man zur Bellimmung der Erponential 
function für die Grundzahl e folgende Gleichung: 


x? x) x 
et =i+xı F. + — —— *#+... 
1.2 4.23 1.2.3.4 


Berbleibt x in der ganzen Allgemeinheit einer veellen Zahl, fo 
nennt man jeden Theil links und rechts vom Bleichheitszeichen diefer 
Gleihung Erponentialfunction für die Baſis e. Wird hin- 
gegen xYFi ftatt x gefeht, wodurch man: 


2 x5 x6 
xy — — x — — — 
en =1- T72 TAMA 0, 123156 +° 


Ä x3 x3 x? 
+ y-1 (« 023 rt 22305 123456 7°" ) 


erhält, fo kann man den Ausdrud links vom Gleichheitszeichen tri« 
gonometrifche Function der allgememen Größe x nennen; denn 
es fiellt der auf der erften Zeile rechtd vom Gleichheitszeichen be- 
findliche Ausdruck deu Coſinus irgend eines mit dem Halbmeſſer eins 
beſchriebenen Kreisbogend x dar, hund die mit dem Factor Y-1 bes 
haftete tuanscendemte Function, auf deufelben Seite des Gleichheit⸗ 
zeichens, ſtellt den Sinus eines Bogens x in demfelben Kreife dar. 
Dan fchreibt daher auch 
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x? x⸗* x6 
Cos.x m Ir aaa an 


x3 x5 x? 
sian. x — x - T53 + 12305" 13341567 +° .., 
oder auch: 
EN — Cos.x + VAA Sin.x. 

Eine ausführliche Angabe der Eigenſchaften der trigonometriſchen 
Größen (Functionen) und deren Abhängigkeit von der Erponential- 
function mit der Bafis e wird hier füglicdy ausbleiben dürfen. 

Der Erponentialfunction, wenn die allgemeine Größe veel gedacht 
wird, entfpricht auch eine inverfe, weldhe logarithmiſche Function 
einer allgemeinen Größe genannt wird; und zu den ducch Einführung 
von xy -1 ftatt x entfpringenden trigonometrifchen Functionen ftehen 
die fogenannten Kreisfunctionen in inverfen Beziehungen. Die Sym⸗ 
bole diefer inverfen Sunctionen find: ' 


log.x, arc.Cos.x, arc.Sin.x . 


Alle diefe Functionen entfpringen aus der Erponentialfunction a“, 
für weldye man bat: " 


2 3 
a’ = 4 + xlog.a + 25 (log.a)? + 53 lloga,)? + .., 


wo log.a den Logarithmus von a für die Baſis e bedeutet, oder es 
fielt log.a den natürlichen Logarithmus von a vor. 

Es beftehen fomit folgende Unterabtheilungen der Erponentials 
function a”. 

I. Erponentialfunction einer allgemeinen Größe x mit der Baſis 
e, und die derfelben inverfe, logarithmifche Function einer allge- 
meinen Größe. 

II. Zrigonometrifche Functionen, und die denfelben inverfen Kreis- 
functionen einer allgemeinen Größe. 

410. Was wir bis jekt allgemeine Größe nannten, implicirt auch 
den Begriff der Variabilität, d. h. eine allgemeine Größe oder Zahl 
ift entweder aller Werthe fähig, oder kann doch wenigſtens alle 
Werthe annehmen, die im Intervalle zweier ungleicy großen Zahlen 
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a und b liegen: aus diefem Grunde wird eine folche Größe. eine 
Variable genannt. Man bedient fi) in der Regel der Endbuch⸗ 
ftaben .. . x, y, z des Alphabets, um diefelben darzuftellen. Im 
Begenfage diefer Variabeln giebt es Conftante oder Größen, die 
nur beftimmter oder unveränderlicher Werthe fähig find, und die 
man gewöhnlich durdy die Anfangsbuchfiaben a, b, c . . des Al⸗ 
phabets darzuftellen pflegt. 


44. Da Functionen ſolcher allgemeinen Größen ebenfalls den 
Character der Variabilität haben, daher auch variable Größen ges 
nannt werden können; fo nennt man, um den Unterfchied beffer 
heraugzubeben, erftere abfolute und leßtere relative oder auch 
abhängige Variable. 


42. Die Auseinanderfekung der verfihiedenartigen Beziehungen 
zwifchen diefen beiden Arten von Variabeln, macht den Inhalt der 
Sunctionenlehre aus. 


43. Die befannten Operationen der Algebra (Addiren, Multis 
plieiren und Potenziren) ftelen diefe Beziehungen nur für endliche 
Werthe der Variabeln, und ebenfalls ihre mwechfelfeitigen Aenderun- 
gen nur für endliche Nenderungen der Bariabeln dar. Diefe wechfel- 
feitigen Einflüffe für unendlicdy Fleinwerdende Uenderungen der Baria- 
bein erfährt man durch die Operation des Differenzirend, welche fammt 
dem Gegenfaße, der Operation des Integrirens, den Inhalt des 
Differenzial» und Integral: Calculd ausmachen. 


44. Da die Functionen bei unendlich Meinwerdenden Variationen 
der abfoluten Variabeln entweder: 

a) unendliche Pleinwerdende Variationen, oder 

b) endlicye und fogar unendlich großmwerdende Variationen erleiden 
können, fo unterfcheidet man diefe zwei Zuftände der Functionen 
dadurch, daß man fie im Falle a) continuirliche und im Kalle b) 
discontinuirliche Functionen nennt. 


Als Beifpiel einer continuiclihen Function eignet ſich ſehr gut die 
Sinusfunction einer veränderlichen Größe x. Bei einer unendlic) 
kleinwerdenden Zunahme des Bogens oder derBariabeln x erleidet auch 
der Sinus jedesmal nur eine unendlich Fleinwerdende Aenderung. Die 
Zangentenfunction der Bariabeln x hingegen, erleidet eine Untecbre- 
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thung in der Eontinuität, wenn x durch den Werth 7 geht, oder es 
ift die Tangente von x in der Nähe von x —=Z eine discontinuirliche 
Function von x. 


45. Die discontinuirlichen Functionen können, wie aus dem Vor⸗ 
angefchichten erhellet, und wie aus dem Verfolge noch Elarer hervor- 
geben wird, den Operationen des Differenzirend und Integrirens 
nicht unterzogen werden. Ein Criterium der Eontinuitdt ift in der 
‚vorhergehenden Nr. begriffsweife mitgetheilt worden; dad Umſetzen 
diefes Begriffes in eine Gleichung, begründet den Differenzialcalcuf. 








Erstes Buch, 
Die Differenzialrechnung. 


Erſter Theil. 


Erfies Kapitel. 


Differenziation der $unctionen einer Dariabeln. 

46. Gtellt f(x) eine von x abhängige Größe oder eine Function 
von x vor, und wird durch » eine ohne Ende abnebmende Größe 
dargeftellt, fo it nach Einleitung Nr. 44 der Unterfchied: 

fix+w) — f(x) , 

eine unendlich kleinwerdende Größe, wenn x einen jener Wertbe dar» 
ſtellt, im Bereiche deren die Function f(x) continuirlic) genannt wird. 

Kür jene Werthe von x hingegen, die dieſem Unterfchiede einen 
endlichen oder gar einen unendlich großwerdenden Werth beilegen, 
wird diefe Function f(x) discontinuirlich genannt. 

Diefes vorausgefeßt, beftebt folgender höchft wichtige Satz, der als 
Fundament der gefammten Differenzialrechnung angeſehen werden darf. 

Im Bereiche aller Werthe von x, für die fix) eine con 
tinuirlihe Function von x verbleibt, ift der Grenzaus- 
drud: 


Lim: tn f(x) ‚ (A) 


ebenfalls eine Function von x, wo daß Grenzzeichen 
Lim: auf das unendliche Abnehmen von « Bezug hat. 


* 
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d. h. für je zwei diefer Größen anftellen , innerhalb deren die Function 
entweder zu⸗, oder abnimmt; woraus dann, Durch das Zufammen- 
ſtellen allee diefer einzelnen Fälle, die Richtigkeit der Bebauptung in 
I hervorgebt. 

I. Um nun zu zeigen, daß der Grenzausdrud (A) im ganzen 
Dereiche der Continuität der Function f(x) eine Function von x 
(nah Nr. 6 der Einleitung) fei, erübriget noch eine Erörterung 
über die Befchaffenheit jener Functionen, bei denen diefer Grenz⸗ 
ausdrud für eine endlidhe Werthenfolge der Variabeln einen con- 
ftanten, jedoch endlichen Werth behält. 

Daß diefer Fall eigens erörtert werden muß, erhellt aud dem 
Umftande, daß eine folche Function in der That ſich vorfindet. Wir 
baben bier die Function: 

Ax+B, 
im Auge, wo A und B von x unabhängig find. 

Da man 

Alx+w) + B— (Ax+B) _ A 
@ 
bat, fo ergiebt ſich, wenn: 
fx) =Ax +-B 
angenommen wird, die Grenzgleichung: 
Lim; fxte) — Rx) _ , , 

@ . 
in welchem Galle der mehrmals erwähnte Grenzausdruck feine Fune⸗ 
tion von x, nach Nr. 6 if. Daß nicht noch andere Functionen exi⸗ 
firen, die mit der eben angeführten Eigenfchaft begabt find, wollen 
wie in Folgendem dartbun. 

Geſetzt ed gäbe eine folhe Function, die wir durch g(x) dar- 
ftellen wollen , bei dee man für eine Reihe von unmittelbar aufeinander 
folgenden Wertben von x, die im Bereiche ihrer Eontinuität fallen, 
die Grenzgleichung: 

Lim, Px+o) — 9) —_ A 
@ 


annehnten dürfte, fo müßte man bei der Annahme 
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® 


o(x) — Ax= wie), 
für diefelbe Folge von Werthen der Bariabeln x die Grenzgleichung: 
Ylxto) — ulX) _ 5 
= 
baden; allein nach I iſt diefe leßte Gleichung nur dann möglich, - 
wenn (x) von x unabhängig ift, daher bat man, wenn diefe von 
x unabhängige Größe durch B bezeichnet wird, die Gleichung: 
v(x) =Bund yx) =Ax+-B, 

woraus die Richtigkeit unferer letzten Behauptung hervorgeht. 

Saffen wir nun die Ergebniffe aus I und II zufammen, fo erfiebt 
man, daß der Srenzausdrud (A) für feine Folge von Werthen der 
Variabeln x (den Fall f(x) = Ax-+B ausgenommen) einen und 
denfelben Werth beibehalten oder conftant bleiben fann. Es ift da⸗ 
her diefer Grenzausdruck, nah Einleitung Nr. 6, eine Function 
von x, w. 3. b. w. 

Diefe Function von x werden wir in der Folge durch fı(x) bes 
zeichnen und abgeleitete der Function f(x) nennen. 


Es befteht fomit die Gleichung: 


Lim: 


Lim: 


Kzrw) — MX) — ex), a) 
@ 


als Grundlage bei allen folgenden Unterfuchungen. 


17. Das Auffinden der abgeleiteten Function zu jeder vorgelegten 
Function f(x) ift eined der erſten Befchäfte der Differenzialrechnung. 


Die Gröfe o ber vorhergebenden Nr. oder die unendlich Kleine 
Zunahme von x wird daß Differenziale von x genannt und 
durch ein der Größe x vorgefeßtes d angedeutet. Wenn alfo in der 
eontinuirlichen Function von x oder in f(x) die allgemeine Größe x 
eine unendlich eine Nenderung dx erleidet, wodurch fie in f(x+dx) 
übergebt, fo ift der Unterfchied: 

"ix+dx) — f(x) , 


vermöge der Continuität der. Function, eine ohne Ende abnehmende 
Größe, welche dad Differenziale von flx) genannt und durch 
d. f(x) angedeutet wird. 
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Man hat alfo die Gleichung: 
d. fix) = fix+dx) — f(x) ; 
wird nun beiderfeitd vom @leichheitszeichen durch dx dividirt, fo 
bat man auch: 


d. f(x) _ f(x-+-dx) — f(x) (2) 
—— m. 


d dx 
Der Ausdrud rechts vom Gleichheitszeichen ift mit dem Ausdrucke 
links vom Gleichheitszeichen der Gleichung (1) gleichbedeutend; letz⸗ 
terer ftelt, im Bereiche der Continuität der Function f(x), die in 
vorchergehender Pr. ducch f(x) dargeftellte Function vor, daher 
bat man auch: 


n = fi@) . a) 


Es ftellt fomit die abgeleitete Function den Verhältnißquotienten 
der Aenderung einer Function zur Wenderung der Bariabeln dar, 
wenn leßtere unendlich kleinwerdend vorausgefekt wird. 

Aus diefent Grunde wird audy die abgeleitete Function f(x) Diffe 
Rrenzialquotient der Function f(x) genannt. 

Ferner folgt aus der Gleichung (3) die folgende: 

d. f(x) — fu(x)dx ; (&) 
in diefer Gleichung erfcheint f(x) als Eoefficient des Differenzials 
der Variabeln x, daher wird auch die abgeleitete Function f(x) Dif- 
ferenzialcoefficient der Function f(x) genannt. 

48. Wir wollen ung nun an die Entwicelung einiger allgemeinen 
Gätze machen, die bei Herftelung des Differenzialquotienten oder 
der abgeleiteten Function zuc Anwendung kommen werden. 

I. Multipliciet man die Gleichung (2) mit einer von x unabhän⸗ 
gigen Größe a, fo hat man: 


ad. f(x) — aflx+dx) — aflx),, 
dx "dx j 


allein nach derfelben Gleichung (2) bat man auch: 


d.afx) __a f(x-+-dx) — aflz) 
dı« dx ’ 


fonad) erhält man folgende Gleichung : 
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d. f{o(x)] — Kw+du) — fiv) 
dx du 


und mit Zuziehung der Gleichung (2) die folgende: 


FR) ⸗ 


SO) — sa gu 5 


wenn hier für u der urfprüngliche Werth (x) eingefekt wird, fo 
bat man: 
d. f{y(x)] = fılg(z)] yılz)dz . (7) 

- Diefe Gleichung mit der Bleichung (4) verglichen, giebt folgendes 
höchſt einfache Verfahren aus bekannten Differenzialien neue ab- 
zuleiten: In eine Gleichung wie (4) ift man flatt x jede Function 
von x, wie etwa „(x) zu feßen bevechtiget, wenn man nur zugleich 
dx in gılx)dx umfekt. 

Zugleich gelangt man auf diefem Wege zu folgender Grenzglei- 
dung: 

Lim; fo@to)] — fo@)] _ gro)]p.e , 
10] 


die im Bereiche jener Werthe von x Statt findet, für welche die 
Functionen o(x) ımd F[o(x)} continuirlich find. 


49. Machen wir und nun an die Herftelung der abgeleiteten 
Sunctionen der zwei bis jet befannteften Functionen, der algebrai= 
fhen und der erponentiellen. 


I. Der Ausdruck x”, wo m eine willtührliche Eonftante bedeutet, 
kann ald Repräfentant der algebraifchen Function angefehen werden. 


Wenn alfo 
f(x) = x” 


gefeßt wird, fo ift: 


f(x) — Lim; Ere — =", 
@ 


oder auch: 


w\” 
(4 + ) — 1 
fi(x) — Lim: x* — — —3; 


w 
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nun ift es" — x, daher bat man: 
dx = xd.log.x, 
woraus 


dx 
.1 ® — — 
d. log.x z 


(9) 
gefolgert wird. 
Sn derfelben Gleichung (8) fee man x in xi um, fo geht, wenn 


i independent von x ift, dx in idx über, und man hat vermöge 
der Gleichung (7): 
d.ei = ietdx; 

wird bier i = yY-1 angenommen, fo bat man: | 

d. (Cos.s+y’-1Sin.z) = y-1Cos.xdx — Sin. x dx, 
welche, mit Zuziehung der Gleichungen (5) und (6), folgende giebt: 

d. Cos.x + yY-1.d.Sin.xz = y-1Cos.xdx — Sin.x dx ; 

geht hier v-1 in —v-1 über, fo bat man auch: 

d. Oos.x — y-1d. Sin.x = — y-1Cos.xdx — Sin.xdx ; 
werden diefe Gleichungen addirt und fubtrahirt, fo ergeben ſich fol- 
gende zwei Differenzialwerthe: 

d. Cos.x = — Sin.xdx,, - 
(10) 
d. Sın.x —= + Cos.xdx. 
Geht ferner in der zweiten diefer Gleichungen x in arc.Sin.x 
über, fo bat man: 
d. Sin.(arc.Sin.x) = + Cos.(arc.Sin.x)d. arc.Sin.x ; 
nun ift: 


Sin.(arc.Sin.x) = x, 


Cos.(arc.Sin.z) = Yi—x?, 
daher zieht man aus der vorigen Gleichung die folgende: 


dx 
Via ' (14) 





d. arc.Sin.x —=' 


21. Aus der Gleichung (9) kann man mit Zuziehung der Gflei- 
chung (7) zwei Gleichungen ableiten, die bei der Darftelung der 
Differenzinlien vorgelegter Functionen wefentliche Dienfte leiften. 
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wo m eine milllührliche Conſtante bedeutet, fo giebt zuerft Die 
Gleichung (13) 
d. f(x)” = Kx)” d. mlog.f(x) , 
daher mit Hülfe der Gleichungen (5) und (12) 
d. x)" — m f(x)” ? d. fx). (16) 

Die Fundamentalgleichung (I) bildet einen fpeciellen Fall diefer 
Bleichung. 

IV. Sei endlich 


gy(x) = Vi , 
ſo ſindet man auf gleichem Wege wie die Gleichung (16) 


— d. fı 
. d. Yfix) = 9 (17) 


m Van! 

Die wenigen bis jeßt aufgeftellten Gleichungen reichen hin, die 
Differenzialien aller algebraifchen und egponentiellen Functionen 
einer Variablen x anzugeben. 


22. Verfährt man mit der erften abgeleiteten Sunctien fı(x) auf 
diefelbe Art wie mit f(x), d. b. läßt man, im Bereiche der Werthe 
bon x für welche fi(x) continuirlich ift, x in x+-o übergeben, fo 
ift auch 
fi(x+o) —fı(x) 

@ 


Liw 
eine $unction von x. 
Diefe Function von x bezeichnen wir durch f(x) und nennen fie: 
die abgeleitete Function von f(x) oder die zweite abgeleitete 
Function von f (x). Dan bat alfo folgende Gleichung 


Lim: are) — u) 


und wenn, beim Weglaffen des Grenzzeichens Lim:, dx ftatt » ge⸗ 
feßt wird, bat man auch: 
f\(x-+dx) — fi(x) 
dx 


= fx), 


= fz(x) N 


oder 


d. f(x) _ 
ur ru — fo(x) D 








h 
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Es ift alfo, wie diefe Gleichung zeigt, die zweite abgeleitete Func» 
tion von f(x) der Differenzialquotient der erften abgeleiteten $unc- 
tion von f(x). 

Ferner ift nach Gleichung (3), 





d. ft 
f,(x) = = 3 

daher a. 
d.h) —d. 2. 


Wird nun dx als von x unabhängig angefehn (welches alerdings 
geftattet werden kann, da dx an der Stelle der unendlich Eleinen, 
im Uebrigen mwillführlichen Größe. » fteht); fo hat man auch: 





d. f(x) = En, 
Schreibt man nun d’ fix) ftatt d.d. f(x), fo Hat man auch: 
d?. a — f4x) 
[4 


vermöge welcher Seins En auch zweiter Differenzial- 
quotient. von f(x) genannt wird. 

Mit der leten Gleichung ift auch folgende gleichbedeutend: 

d?. fix) — fxx) dx? ; 
daher auch zuweilen fz(x) zweiter Differenzialcoefficient von 
f{x) genannt wird. 

Wird mit felx) wie mit f(x) und mit f(x) verfahren, fo entfteht 
eine dritte abgeleitetete Sunction L(x), oder ein dritter 
Differenzistquotient nn, oder endlid ein dritter Difs 
ferenzialcvefficient der Function I(x) u. f. w. 

Allgemein wird man baden, wenn n irgend eine ganze poſitiye 
Zahl bedeutet, 

f,_1ı(x+0) — f,_4(X) 


- [1] 


Lim: =f (x), 

oder auch: 

d. f,_,(x) d? f_,(x) d’f _,(x) dn f(x) 
— on dx dx? — Dt 
weiche Gleichungen nur unter der Vorausſetzung Beſtand haben, 
daß bei der jedesmaligen Nenderung der Variablen x die unend> 
lic Flein werdende Größe dx, als Conftante oder ald von x unab- 


hängig, behandelt worden fei. 


f, (x) = 








Zweites Kapitel. 


Anwendungen anf Functionen einer Bariablen. 


1. 


Zaylor’fhe und Maclaurin’fhe Reibe. 


23. Mit Zuziehung der Differenzialquotienten oder der Ablei⸗ 
tungen f(x), Klx), » . . fann man jede continuicliche Function 
einer allgemeinen Größe x, wenn x eine endlidhe Zunahme er- 
leidet, durch eine unendliche Reihe darftellen, die nach auffteigenden 
Motenzen diefer endlichen Zunahme fortgeht. 

Es ift 

f(x) = Lim: Aare) — 2) 
Geht x in x + über, fo hat man: 
fi(x+w) = Lim: fix+2w) — Mxro) F fx+o) . 
Durch Subtraction diefer Gleichungen erhält man: 
f{x+20) — 24x-+u) +f(x) 
[72] 

Multiplieirt man beide Theile diefer Gleichung mit 5, fo hat 

man auch: 


Lim: re) — fı(x) — Lim: fix+20) — 2 re) + fix) 


f1(x-+w) — f(x) = Lim. 


’ 


oder 
f(x) = Lim: f{x+20) — 2f(x+w) »+ fix) 
behandelt man diefe Gleichung wie die vorgelegte, fo hat man auch: 
fix+30) — I3fx+20) + 3f(x tm) — f(x) 
w3 " 
Auf diefem Wege fortgefahren, erhält man endlich: 
£(x)= 


i(x+n») — (6) IIXV-(n-))] + (2) f[x-+(n-2)o»])— .. + (-4)"C) f(x) 
iIII. —— — — 


PO 


f,(x) — Lim: 
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wo n eine beliebige ganze, poſitive Zahl vorſtellt und (), 6), 6 
die Eoefficienten der aufſteigenden Potenzen von x in der 
Entwictelung des Binomiums (1-+ x)" find. 
Multipliciet man die Sleichungen, welche Fulx), Tax), 
f,(x) geben, der Ordnung nah mit (Mo, (or, : . . Do", 
addiert fie dann, fügt auf beiden Seiten des Gleichheitszeichens f(x) 
binzu und nimmt die Grenze in Bezug auf das unendliche Ab- 
nehmen von o; fo ergiebt fich folgende Gleichung: 
1-O)+OQ)-HD)+r-:- 90) fa) 
+0-00+909:.-. +07) Lim: fla+o) 
+/0-0 9-0 D.C) Lim:fx+2u) 
tr 2 0 0 er er 2. 
+16) - n R XF Lim: Heel 
+ Lim: f(x+no) = 
— Lim: |f(x) + G)uhlz) + ()wHfrlx) +... + Mol} - 
Sn diefer Gleichung ift der Eoefficient von Lim: f(x-+ko), den 
wie ducch Cx darftellen wollen, durch folgende Gleichung gegeben: 
= - (DEF) -..: Far IEIM- 
Hebt man im Ausdrude rechts vom Gleichheitszeichen GC) als 
gemeinfchaftlichen Factor heraus, fo ift auch 
= GH)H-(CTN + (7) - (7) + + (-° (7 nr) J— , 
oder auch: 
= ()t-)*. 
Alfo Hat man 
C.=o; wenn k<n if. 


Es geht daher die obige Gleichung, wenn das Grenzzeichen beider- 
ſeits wegbleibt, über in: 


f(x+n0) = 
= fx) + (H)ofx) + (wol) +... +l)w'f(x). ° (18) 


Bon diefer Gleichung werden wir bei der Darftelung der Tay⸗ 
lor'ſchen Reihe ausgehen. 


24. Stellt k irgend eine ganze Zahl vor, die jedoch an die Be 


⸗ J— 
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dingung k<n gebunden iſt, dann kann man der Gleichung (18) 
folgende Form geben 
ff£+n0) = 

= f(x) + (2) of) + O)aflz) +... +()o x) -+-R, ; (19) 
wo ‚man 

Re) ER) Mole, 
bat. Diefe Größe R,, die auch wie folgt "gegeben werden kann: 

R, = 
= o"*L(x) + 6 arif_ (x) 6) ar k-? f, _ x) / 


0 u | 
mr... +6.) (X) + (ay) f(x) \ 
wollen wir durch die Einführung der Größen: 
&(x+ko), f,[x+fk+H1)w), f,[x+(k+2)o]), -».. Kix+ca—k)o] , 
von den Differenzialqustienten | j 
f,,1(&), Sr), Ku), «+ DR); 


befreien. 
3u diefem Zwecke bedenke man folgende Gleichungen: 
. fa+o) — ) 
f(x) — Lim: —— — 


—ER 
ö — 


f,,5(x) = Lim 


X) = 
A f,(x+po) = (Expo) + - - - 
| + (1)! (6) f,(x+) +16) un j 
Sekt man in der letzten Gleihung der Reihe nach, 


p=n—k, n—k-1, n—k-2, . . . 3,2,1, 
fo erhält man folgendes Syſtem von @ieichungen: 
f, x) = 


Lim 4 . f[x-+(n-k)w] — e79 [x-+(n-k-41)0) +... | 
NN ER) CH x) 
f,_ı(2) = 
e Lim: => Ix-Hn-k-00] — CV) EIcHa-k2a] +... | 
TANTE RA IETET) 5) 








D 
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big h=n—k fih erſtreckt; d. h. man feße indem auf das Summen- 
zeichen 8 folgenden Ausdrucke, h=o, hæ4, h=2,. „h=o—kund 


addire die fo erzeugten Refultate, dann erhält man genau den vori⸗ 
gen Werth von R,. 


Ehe wir weiter geben, verweilen wir einen Augendlick beim Sym⸗ 
bole ꝙn); denkt man ſich daſelbſt n in n+4 umgeſetzt, fo erhaͤlt man: 
g(n--1) — g(0) zum 4) — (7) 

- HC) 
+ 
_ ah +) 0 


+ (- gyi akhiR) tar at — (- ger (tn) (‚" ı) 
+ NP 9- 0 0. 
Die erſte Zeile rechts vom Gleichheitszeichen geht über in: 
(12); 
zu dieſem Refultate das erfte Glied der zweiten Zeile derfelben 
Seite des Gleichheitszeichens hinzugefügt, erhält man: 
1); 
daber if die Summe der erften und zweiten Zeile rechts vom 
Bleichheitszeichen: 
- (43): 


Diefes Refultat, mit dem erften Bliede auf der dritten dieſer 
Zeilen vereinigt, giebt: 
n—k—1\ /n\ , 
3); 


daher ift die Summe der drei erften Zeilen: 
nD—k—2 n 
3) - 
Ebenfo findet man ald Summe der vier erften Zeilen: 


- (1) (3), 
und ald Summe der h erften Zeilen des Ausdruckes rechts vom 
Bleichheitgzeichen: 


(nn) (ana) oder y @ )- 
Im Banzen giebt es vechts vom Gleichheitszeihen h44 Zeilen; 
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daher erübrigt noch das Hinzuzählen des eben gefundenen Reſulta⸗ 
tes zur letzten Zeile; und da nad) Vollziehung diefer Operation Null 
als Refultat hervorgeht, fo gebt die obige Sleihung in folgende 
über: 
e(n+i)=p(n). 
Geht bier n na und na inn—i,n—2,... 3,2,14,0 
über, fo bat man aud: 
9(n)=g()=(} . 


Man bat alfo: 
8 kN) (k#+2) . . . . (k+h-1) 
yHa=ın 77737 0.077 ’ 


oder auch: 
= -y (4) — = (- * *59 ; 
daher iſt der zuletzt aufgeſtellte Werth von Rx durch die Gleichung 


h=n—k 


R, = < Lim : ) f, [x-+-(n—k—h) oı] Pe 


gegeben; oder auch, wenn nad Weglaſſung des Summenzeicheng 

die zu abdirenden Theile in umgekehrter Ordnung aufgeftelt werden: 
R, = 

F Ds @ + « DE (+0) + (123) Alx+20) . 

+ 6) f, (x+In—k]o») o. (20) 

25. Aus der letzten Gleichung der vorhergehenden Nr. läßt ſich 
eine obere und eine untere Grenze fir R, ableiten, die vereint, auf 
eine Gleichung führen, welche die Einficht in die Befchaffenheit des 
Werthes diefer Größe um ein Bedeutendes erleichtert. 

Zuerft darf der Umftand nicht außer Acht gelaffen werden, daf 
die Gleichung (20) nur unter der Bedingung, daß fämmtliche Aus- 
drücke 

f. (2) , f (XFO), 5 (x+20) .. £,(x+[n—kluo) , (A) 
continuirliche Sunctionen der allgemeinen Größe x feien, entwickelt, 
werden Eonnte. 

I. Halten wir fomit bier und im ganzen weitern Verfolge die 
fer Unterfuchung einen Werth von x feft, der diefer Anforderung 
entfpricht,, fo wird, vermöge der Eigenfchaft der Continuität der 
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Sunctionen in (A), eine diefer Functionen einen numeriſch größ- 
ten, jedoch endlichen Werth haben. 

Sei f, (x+Io) diefe Function, wo A eine der Zahlen 0, 1,2, 
3, ... n—k bedeutet, dann befteht folgende Ungleichheit: 


Ca) + ( +(5)+-- 
+6) + Ci) 
Wird der innerhalb der Klammern befindliche Ausdrud in um⸗ 
gelehrter Ordnung aufgeftellt, fo gebt er mit Beachtung der Glei⸗ 
dung 


R, <Lim: f(x-H10) c* . 


(*) = („*,) ’ 
über in: 
IH) () (5) +- .+ (1). 

Addirt man die zwei erften Glieder diefes Ausdrudes, fo erhält 
man (%'); zu diefem Refultate dag dritte Glied addirt, erhält man 
(3°); hiezu noch das vierte Glied addirt, hat man (3) u. f. w. 
Endlich findet man ald Summe fämmtlicher Glieder den Ausdrud: 

=; 
daher bat man zur Beftimmung des obern Grenzwerthes von AR, 
folgende Ungleichheit: 
R, < Lim: (2) w* f,(x+I0) . 

I. Um einen ımtern Grenzwerth von R, zu erhalten, find wir 
der Deutlichkeit wegen genöthigt, den Fall, wo die Größen in (A) 
fämmtlicy einerlei Zeichen haben, von jenem, in dem diefed nicht 
Statt findet, zu fondern. 

a) Sämmtliche Functionen in (A) bieten keine Berfchiedenheit der 
Zeichen dar. In diefem Falle wird, vermöge der Eigenfchaft 
der Continuität diefer Functionen , eine derfelben ald nume- 
riſch Eleinfte, gleich oder größer ald Null, auftreten. Sei 
f (x-+uw) diefe Function, wo u, mit Ausnahme der Zahl, 
eine der Zahlen O0, 4,2,3,4.. n—k fein wird, fo wird 
man durch eine gleiche Betrachtung, wie in I, auf folgende 
Ungleichheit geführt: 

R,> Lim: (5) w* I, (x+uo) . 
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Berücdfichtigt man nochmals die Continuität der Functionen in 
(A), fo erhält man, wenn die eben aufgeftellte Lingleichheit mit 
der Ungleichheit in I verglichen wird, folgende Gleichung: 


R, = Lim: ($) w* (+0), (21) 


wo 3 eine der Zahlen 0, 4, 2, 3, .. n—k fein wird. 

b) Die $unctionen in (A) geben mebrere Ubmwechslungen der 
Zeichenzuftände ein. In diefem Falle wird, ebenfalls der 
-Gontinuität diefer Gunctionen wegen, eine oder mehrere der- 
felben durch Null gehen müffen. Sei nun 

, true) =o, 
wo u! mit Ausnahme der Zahl A eine der Zahlen O, 4, 2, 
3, .. nk bedeuten Tann; dann bat man: 
R, = Lim: (X) 0" f, (x+alo). 

Wenn nun diefes Refultat mit der Ungleichheit in I verglichen 
wird, fo gelangt man auf eine mit (24) ganz analoge Gleichung, 
welche die im Anfange diefer Nr. angekündigte ift; und offenbar 
beffer als die Gleichung (20) geeignet ift, Über den numerifchen 
Werth don R, Auffchluß zu geben. Sept man nun den Werth 
bon R, aus (24) in Sleichung (19), fo bat man auch 


f(x+no) =f (x) () wfı (x) + (2) 2 f (x) + 
+(2,)o 6, (9) + Lim: () o* f, (x+30) (22) 


wo 3 eine unter den Zahlen O0, 4, 2,3, 4,.. n—k if. 

26. Die bis jetzt gewonnenen Refultate befteben für alle ganze 
pofitive Werthe von n. Sie werden daher auch noch Statt finden, 
wenn n eine unendlich groß werdende Zabl bedeutet. 

Sehen wir daher zu, wad aus der Gleichung (22) wird, falls 
man n in den eben erwähnten Zuftand verfeßt und 

po —h, 
annimmt, wo h einen endlichen Werth vorftellt. 

Wird unter k eine endliche- ganze Zahl verftanden,, fo hat man 
dann: | 





Vene, )=,..0- n* 


1233..x ’ 
und die Gleichung (22) geht über in: 
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f(x+h) = (x) + hf,(x) + “h x) +. .... 


p*-1 


+ Ten I + 


Wird * ftatt © gefet, und bedenkt man, daß > Kleiner als nm 
fei, fo geht die obige Gleichung auch in folgende über: 


f, (x+Y90) . 





n* 
1.2.3..k 


f(x+h) =f(x) + hf, (x) + u (X) +. .... 
p%-1 p* 
+ 177 %1 1 9 + 123..k f, (x+ah) , (23) 








wo «a eine pofitive, die Einheit nie erreichende Zahl vorftellt. 

Diefe Gleichung flelt das Taylor’fhe Theorem dar; der 
Ausdruck rechter Hand vom Gleichheitszeichen, mit Ausnahme des 
lebten Gliedes, wird Taylor’fche Reihe genannt; und das letzte 
Glied endlich bildet die Ergänzung zur Taylor’fhen Reihe. 

Diefes Theorem findet, wie aus dem Gange der Deduction des- 
felben erhellt, für alle jene Werthe von x Statt, für welche die 
Functionen: 

iX), fi (S), fl), --- ud, 
eontinuiclich find und für welche die Function f, (x) von x big 
x+ch continuiclich verbleibt. 

27. Beſteht das ducch die Gleichung (23) dargeftellte Taylor'ſche 
Theorem auch noch für x—o, fo hat man für diefe Annahme 


= +hhW) HI) +... 


h* —1 


+ 7 hr lc) s 


wo f(o), fı (0), f * .. die Werthe von £ (x), fı (x), fr (x), 
.. für x= o find. 
Getzt man nun in der legten Gleichung h in x um, fo hat man 





IE) Hr) + +... 
„ki 


Diefe Gleichung fielt das Maclaurin’fhe Theorem dar; 
der Ausdrud rechts vom Gleichheitszeichen, mit Ausnahme des letz⸗ 
ten Gliedes, wird die Maclaurin’fche Reihe und das letzte Glied 
die Ergänzung zur Maclaurin’fchen Reihe genannt. 





k 
(0) + 7 - f, (ax). (24) 
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28. Noch eine, von der in Nr. 26 gegebenen, abweichende 
Form kann man dem Ergänzungsgliede zur Taylor'ſchen, mithin 
auch dem zur Maclaurin'ſchen Reihe geben, mit deren Herſtellung 
wir uns auch noch beſchäftigen wollen. 

Wir beginnen dieſes Geſchäft, indem wir die Gleichung (23) zu 
Grunde legen. Seht man dafelbft 

xrzflatx, unöh — zflitth , 


fo bat man: 





(h— 2)? 
1.2 


f (x+h) = f(x+z) + (h—-z) f, (x+z) + fe (x+2) +... 


bon" (+2) +9), 
123. e (k—1) 
wo der Kürze wegen 


k 
ꝙ (2) * a f, [x+z + a (h—2)] , 


gefeßt worden ift. 
Wird in diefer letzten Gleichung z=o angenommen, fo hat man: 


N h* 
p (0) = 77- hi (x-+ch) . 


Da der Werth von 9 (0) die Ergänzung zur Taylor'ſchen Reihe 
(Gleichung 23) ift, fo handelt es fich, diefe Größe @ (0) auf eine 
andere, von der hier gegebenen verfchiedene Form zu bringen. 

Bedenkt man die Willtührlichkeit von 2 in obiger f (x-+h) dar- 
ftellender Gleichung, fo ift man zum Umfeßen diefer Größe in z+o 
berechtigt. Wird von der umgefeßten Gleichung die urfprüngliche 
abgezogen, und febt man hierbei »& im Zuftande des unendlichen 
Abnehmens voraus, d. h. differenzirt man obige Gleichung, die 
.f(x-+h) giebt, nach z, fo erhält man folgende Gleichung zur Be— 
fimmung der abgeleiteten Function von 9 (z): 


(h—_z)*-1 
Hl) = — EEE f, (x+2).. 


Serner hat man mit Hülfe des Taylor’fchen Theorems (Gl. 23) 
ꝙ (2i) (2) + ig (z+rßi), 
wo i endlich und numeriſch kleiner als die Einheit iſt, und ver⸗ 
möge der vorhergehenden Gleichung iſt auch 


(h—z—Bi)K 
1.2-3 - „ (k-1) 





a (tBi) = — u (x+2+ßi) ; 


daher bat man: 
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i (b-2—- A)! 
1.2.3 . . (k—A) 
Wird hier i=h—z gefeht, fo hat man, da ꝙ (h) — o ift, fol- 

gende Gleichung: 


ꝙ (z#1) = 9Q (zZ) — f, (<+2+ßi) . 


_1 k 1— k—1 
= LAT 6 ++, 


aus weldyer für z=o die verlangte Bleichung: 
_ 1 
(0) = Ir f\ (x+8h) , 

bervorgeht. Der Ausdrud rechter Hand vom Bleichheitszeichen 
diefer Gleichung, wo 4 numerifch kleiner als die Einheit gedacht 
ift, ſtellt die Ergänzung zur Zaylor’fchen Reihe unter dev angefün- 
digten Form dar. Man kann fomit das Taylor’fche Theorem auch 
durd) folgende Gleichung darftellen : 


f.(x+b) —= f(x) + hf, (x) + = BA) +... 
pk-1 hE (1 — a1 , 
1.2.3... (k-1) fi (x) ee ae (z-+3h) « (23°) 


MWird hier x=o und h in x ümgefeßt, fo fann man das Mac- 
laurin’fche Theorem durch folgende Gleichung ausdrüden: 


Wet) + Ihe) +t.. 





k—1 k k—1 
x h’ (1—3) 
Tn (0) + "(k-1) KR. (24°) 


Bei der Entwickelung vorgelegter Functionen in Reihen, nach der Tay⸗ 
lor'ſchen oder Maclaurin’fyen Reihe, kann man mit Hülfe der Er- 
gänzungsglieder Auffcyluß über deren Convergenz oder Divergenz 
erhalten, namentlich dann, wenn die kte Ableitung der Function 
durch k darftellbar ift; denn verfegt man num k in den Zuftand des un- 
endlichen Wachſens, fo ift die Reihe, je nachdem der Grenzwerth 
des Ergänzungsgliedes gleich oder verfchieden von Null ift, eine 
convergirende oder eine divergirende. 
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6. M. 


Ausmittelung der Werthe der Functionen, die g wer- 
den, und Angabe der Wertbe der allgemeinen Größe, 
die eine Function zu einem Marimum oder Minimum 
madhen. 


29. Die abgeleiteten $unctionen bewähren ferner ihre Brauch 
barkeit in der Analyfis, wenn durch Specialifigung des Werthes 
einer allgemeinen Größe x eine Unbeftimmtheit in dem Werthe der 
Function hervorgeht. Am häufigften bieten die gebrochenen Fune— 
tionen ſolche Unbeftimmtheiten dar. Hat man eine gebrochene Func⸗ 
tion p (x) durch die Gleichung 

o@&)= —* (c) 
gegeben, wo f (x) und F (x) beliebige Functionen von x find, und 
gebt für x=a, f (a) fowol ald F (a) in Null über, fo hat man: 

ea)=;, 
und da 8 das Symbol der Unbeftimmtheit ift, fo bleibt vor der 
Sand der Werth der Function ꝙ (x) für x=a unbeftimmt. 

Um diefe Art von Unbeflimmtheit zu heben, fege man in die Glei— 

hung (c) 

xato, 
fo hat man 
f (a+0) 


2 (a+o) = F (+0) . 


Nun ift nach der Dorausfeßung 
f(a)=o,wÖF(a)=o, 
daher bat man, wenn » im Zuftande des unendlichen Abnehmens 
angenommen wird, folgende Gleichung: 
fi (a) 
op (a) = Fı(a) . 

Sft wenigftens eine der Größen fı (a) oder F, (a) von Null ver- 
ſchieden, dann ift die Unbeftimmtheit gehoben; im entgegengefegten 
Galle feße man in die letzte Gleichung a + o flatt a, wo w die 
vorige Bedeutung hat. Es ergiebt fi) alddann wegen 

fh, @a)=o,umdF, (a)=o, 
die Gleichung 


(a) 
Fa (a) 





ge (a) = 
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Allgemein, wenn die legten für x—a zugleich verfchwindenden, ab⸗ 

geleiteten Gunctionen den Inder n tragen, fo daß man 
f(a)=o,fi(a)=0,ßl(a)=o,..f (a)=o; 
F(a)=0o,Fı(a)=o,F; (@) =o,.:F, @=o; 

bat, dann iſt: 

f.n (8) 

F nt1 (a) 

Sind nun Zähler und Nenner diefes Bruches von Null verfchieden , 

oder findet folches wenigftens bei einem diefer Theile Statt, dann 

ift der Werth von m (a) angebbar. 

30. Die Ausmittelung jener Werthe der allgemeinen Größe x, 
die eine Function f(x) zum Maximum oder Minimum machen, 
wird ebenfalls mit Zuziehung der abgeleiteten Functionen bedeutend 
erleichtert, und kann im Allgemeinen als ein gelöste Problem an- 
gefeben werden. 

Eine Function f (x) von x ift für irgend einen Werth von x ein 
Marimum, falls fie, für alle diefem Werthe von x unendlich nahe 
tommende Werthe, Fleiner ausfällt. Hingegen ift eine folche 
Function für irgend einen Werth der allgemeinen Größe ein Mi- 
nimum, wenn fie, für alle diefem Werthe von x unendlich nahe lie- 
gende Nachbarswerthe, größer ausfällt. 

Stellt nun a einen Werth von x dar, welcher die Function f (x) 
zum Marimum oder Minimum macht, fo but man, dem eben auf: 
geftelten Begriffe nach, im erften Falle 

fa+o) <f(a), und f(a—o) <f(a), 
und im zweiten Falle 

f (ato) > f (a), und f(a—w) > f(a), 
wo © eine unendlich Elein werdende Größe bedeutet; oder im erften 
Galle ift der Werth des Grenzausdrucdes 
Lim: facto) —fla)}, 

mit dem negativen Zeichen und im weiten Salle mit dem pofiti- 
ven Zeichen verfehen. 

Um diefen Werth a zu finden, feßen wir wie überall, wo abgeleitete 
Sunctionen zu Löfung eines Problems mitwirken, die Function f (x) 
in der Umgebung des Werthes a von x mit der Eigenfchaft der 
Eontinuität begabt voraus. Alsdann hat man: 


ga) = 
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Lim: xt) — f(x) } = > ofı(x). 


Wird in diefer identifchen Bleihung x—a gefeht, wo a in der 
bis jeßt gebrauchten Bedeutung auftritt, fo wird dad Zeichen des 
Ausdruckes vechts vom Gleichheitszeichen, falls fı(a) von Null vers 
fhieden ift, vom Factor + © modiflcirt werden; der Ausdrud 
links vom Gfeichheitszeichen muß nach dem Borhergehenden ein von 
der Größe + » unabhängiges Zeichen annehmen: daher find wir, 
um diefen Widerſpruch zu heben, die Größe a als XWurzel der 
Gleichung: 

f1(x) = 0, 
zu erklären genöthiget; woducch dann, mit Zuziehung der Saylor’- 
fchen Reibe, 


Lim: fixto) — I} = Sa), 


erhalten wird. 

Sft nun fz(x), falls x—a gefeßt wird, von Null verfchieden und 
endlich, dann findet obiger Widerfpruch nicht mehr Statt, und die 
Kunction f(x) ift für x—=a ein Maximum oder Minimum, je nady- 
dem f(x) für x ein negatives oder pofitives, veelles Refultat 
darbietet. 

Hat man hingegen außer fı(a) = o auch fꝛ(a) = o, dann giebt 
die Taylor’fche Reihe für x—a folgende Grenzgleichung: 


Lin: ffxto) - fa) = + + 2 f(x) , 


und diefelben Gründe, die fıla) = o anzunehmen geboten, fordern 
aud) die Gleichung: 


fa) =o, 
zum Statthaben eines Marimum oder Minimum; wodurch für x=a 
die Gleichung: 


Lin: jfistw) — = * * f(x), 


echalten wird. 

Sf fa) von Null verfchieden und endlih, dann ift f(x) für 
x=a ein Marimum oder ein Diinimum, je nachdem f,(a) ein nega- 
tives oder pofitives, reelles Refultat darbietet. 

Fährt man auf dem bis jeßt befolgten Wege fort, fo gelangt man 
zu folgender allgemeinen Regel, den Marimum- oder Minimum» 
Werth einer Function f(x) zu ermitteln. 
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Man nehme die Ableitung der vorgelegten Function f(x) und feße 
diefelbe gleich Null. Die verfchiedenen Wurzeln diefer Gleichung 
- tönnen, ftatt x in die Function f(x) gefekt, derſelben größte und 
kleinſte Werthe beilegen. 

Diejenigen Wurzeln dieſer Gleichung, die, in Fe(x) ſtatt x einge⸗ 
ſetzt, imaginäre oder unendlich große Reſultate hervorrufen, ſind 
für den beabſichtigten Zweck undienlich und folglich zu verwerfen; 
diejenigen Wurzeln ferner, die dieſe Function f(x) auf Null bringen, 
laffen vorläufig die Frage unentfchieden. Sene Wurzeln endlich, 
die der Function fa(x) endliche reelle Werthe beilegen, rufen in f(x) 
ein Marimum oder Minimum bervor, je nachdem das eben er- 
wähnte endliche, reelle Refultat ein negatives oder pofitined Zeichen 
trägt. 

Um über die unentfchieden gebliebenen Wurzeln der Gleichung 
f(x) = 0 ein Urtheil zu fällen, bilde man die dritte abgeleitete 
Sunction: S;(x). 

Sene diefer unentfchiedenen Wurzeln, die diefer Function &(x), von 
Null, verfchiedene Werthe beilegen, find fo gleich zu verwerfen ; mit 
den noch übrigen Wurzeln gebe man zur vierten abgeleiteten Func= 
tion f(x) Über und verfahre wie bei f(x). ., u. f. w. 

















Zweites Buch. 


Die Integralrechnung. 


Erfter Theil. 
Erfies Kapitel. 


Ueber die Bedeutung, Bezeihnung und hen Werth 
einer ISntegralfunction. 


31. Diejenige Function von x, die wiv durch F(x) bezeichnen!, 
und die auf eine der zwei gleichbedeutenden Gleichungen: 


Lim: Kate) — F(x) 


= g(x) 

* F(x) = g(x) dx 
führt, wird eine der Differenzialformel gH(x) dx entfpredhende In⸗ 
tegralfunction oder auch ein Integrale bdiefer Differenzial, 
function genannt. 

Die Rechnungsoperation, die zur Erzeugung der Function F(x) 
aus 96(x) dx mitwirkt, ftebt im Gegenſatze zu der des Differen- 
zirens und wird Integriren genannt. 

Die auszuführende Operation des Integriveng wird durch ein der 
Differenzialformel vorgefeßtes JS angedeutet. Stellt daher g(x) 
irgend eine Function von x vor, fo deutet man die zu fuchende In⸗ 
tegralfunction der Differenzialformel (x) dx durch: | 

S ya) dx, 
an; man bat demnady, beim Stattbaben einer der Gleichungen (1), 
folgende Gleichung: 


(4) 


f g(x) dx = Fix). 
If ferner A eine, bei der Aenderung von x, conftant bleibende 
Größe, fo hat man audy: 
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d. |F(x) = A} = d. Fix) = gix) dx ; 
daher viel allgemeiner als vorhin: 
56) dx ⸗ F(5) + A. (2) 

Diefe von x unabhängige, völlig mwilltührlihe Größe A wird 
Eonftante der Integration genannt. 

‚32. Wegen diefer Willtünrlichleit der Conftante A ift auch je= 
desmal ein Werth a für x denkbar, der die Integralfunction auf 
Null veducirt; feßt man diefen Werth von x in die Gleichung (2) 
ein, ſo erhält man: 
o — F(a) +A. 

Es nimmt alſo die Gleichung (2), vermöge dieſer Gleichung, fol. 
gende Form an: 

f g(x) dx = F(x) — F(a). 

Will man, bei der eben getroffenen Annahme," den Werth der In- 
tegralfunction für x =b beftimmen, fo wird diefe Größe b dem 
Sntegralzeichen als Zeiger, oben, und der vorige Wertb a in glei» 
her Eigenfchaft, unten, beigefeßt. 

Man bat alsdann: 

S 4) dx = F(b) — Fla). (3) 

Diefelbe Urfache, die Willkührlichkeit der Eonftante der Integra⸗ 
tion, geftattet au) für x =b die Integralfunction verfchwindend 


vorauszufeßen; wird daher, unter diefer Annahme, der Werth der 
Sntegralfunction für x=a verlangt, fo hat man folgende Gleichung: 


f g(x) dx = F(a) — F(b). 
Wenn dieſe Gleichung zur vorhergehenden addirt wird, ſo hat 
man: . 
f g&)dıx = — f (x) dx (4) 
a h . 
Gewöhnlich wird der obere Zeiger, dem Werthe nach, größer als 


der untere angenommen: es lehrt fomit diefe Gleichung, das Um— 
feßen dieſes Falles in den entgegengefeßten, und umgekehrt. 

35. Der Werth der SIntegralfunction einer Differenzialformel 
(x) dx für x=b, falls diefelbe für x = a verfchwindet, oder der 
Ausdruf: 
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b 
Sf px) dx, 


ftellt unter Beſchränkungen, die wir in der nächft folgenden Nr. be- 
fprechen werden, die algebraifche Summe der Werthe dar, welche die 
Differenzialformel o(x) dx, beim fucceffiven Webergange von x—a big . 
x —b, anzunehmen vermag. - 

Nach dem was in der Differenzinlrechnung mitgetheilt worden ift, 
befteht die erfte der Gleichungen (4) der vorhergehenden Ne. für 
alle Werthe von x, für die F(x) eine continuirliche Function vor: 
ftellt; wird nun F(x), von x=a bis x—=b, als continuirliche 
Function ‚vorausgefeßt und findet, wenn b— a pofitin angenommen 
wird, der fucceffive Uebergang der Werthe diefer Function von x=a 
bis x—b durch die unendlich Bleinen, pofitiven Zunahmen von x: 


0, Wı, 03, Wi, - - . 9,1, 


Statt, deren Anzahl, n, unendlich groß ift; fo erhält man, wenn 
in (4) ftatt x nach und nad) die Werthe: 
a,ary, at tn, .... a GWo tn ta. ... TO, 24 
und flatt & in gleicher Ordnung die Wertbe: 
w, Wi, WI... V_ı 09 
gefeßt werden, folgendes Syſtem von Gleichungen: 
wo ga) = Lim: |F(a+w,) — Fa)! , 
a gla+wo) = Lim: |Fla+wota,) — Fleatu)} , 


03 g(a+wy+0,) = Lun: | Fla+w0+01-+g) — Fla+o0+@,)} , 


(«) 
on gar hun t+ .. +0, _9) — 
—=Lim: [Fa +00 +01+ . . +0,_4) — Flatwton# . . +0,_2)}. 
Addirt man diefe Gleichungen und-feßt folgende Gleichung: 
bzsa+o+to ++... +0,_4 (5) 


feh, fo erhält man: 

F(b) — F(a) = 
= 9 g(a)+wı Platon) +Wgla ty . .* +0,19b-0,_4): : 
Wenn ferner in derfelben Gleichung (1) ftatt x der Reihe nach 
die Werthe: — 


b, b—-w 1 b—-o,_ı — Oyum2ı ⸗60 . b=-u,_, — ll oo... — Joh, 
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und flatt wo, in’gleicher Ordnung, die Werthe: 
— 1° 


eingefeßt werden, fo erhält man folgendes Gleichungsſyſtem: 
— 0. 9b) = Lim: Fb, )— Fb)} , 


a Tony 0 ab 


— 0,_, gb-o,_„II= Lim: IF(b—-o,_,=w,_2) —Fb-o,_1)} ’ 
—0,_.,pb-w,_1-0,_3) = 
= Lim: |Fb—o, „—u,_,—0,_) — Fb=-o, 170 e)} ‚(a 
gb Tan) = 
= Lim: }F(b-o,_,-@,_s - - ur) — Fb-w,_ 2-0. :- a} - 
Werden auch diefe Gleichungen addirt, fo erhält man mit Be- 
rüdficytigung der Gleichung (5): 
F(b) — F(a) = 
= gar) tanglataytag) +... + 0,_5g(b-o,_)+to,_11(b) 
Man hat daher mit Zuziehung der Gleichung (3) entweder: 


h 
f 4)dx = 


= la) ragt) (6) 
oder: 


b 
JS g(x)dx = 


= wglatn)tunglatrg tan)... to,_ syn _ rm, 17), (N 
weldye zwei Gleichungen, die Richtigkeit des am Anfange diefer 
Pr. Ausgefprochenen, am deutlichften darthun. 

Diefe Gleichungen find unter der Annahme b>a gefunden wor- 
den; allein bedenkt man die Gleichung (4) der vorhergehenden Nr., 
fo unterliegt der Gebrauch derfelben, auch für die entgegengefekte 
Annahme b<a, feiner weiteren Schwierigkeit. 


34. Ein anderer Umftand, der bei der Herftellung dieſer Glei⸗ 
chungen mitwirkte, verdient, da im Unterlaffungsfalle leicht irrige 
Anfichten entftieben und falfche Refultate hervorgerufen werden 
können, befonders erwähnt und beleuchtet zu werden. 

Die fraglichen Gleichungen konnten nur unter der Bedingung, 
daß die Integraffunction der vorgelegten Differenzialformel „(x)dx 


[4 
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für ale Werthe von x=a bis x=b eine continuirliche bfeibt, er- 
halten werden. Sn jenen Fällen demnach, in welchen diefe Snte- 
gralfunction angebbar ift,. unterliegt auch die Entfcheidung über 
die Duläffigkeit diefer Gleichungen (6) und (7) feiner weitern 
Schwierigkeit; es reducirt fich alsdann der Zweck der Unterfuchung 
"auf die Erlangung der Einfiht: ob diefe SIntegralfunction eines 
unendlichen Werthes, innerhalb a und b, fähig fei oder nicht; je 
nachdem der zweite oder erfte Fall eintritt, ift auch die Function 
continuirfic) oder digcontinuirlich. 


Da far gar feine Schwierigkeiten, hierüber Aufllärung zu er» 
langen, ſich darbieten; fo übergehen wir diefen Fall und wenden 
und an den fchwierigeren: aus der bloßen Differenzialformel g(x)dx 
die Frage über die Continuität der Integralfunction, innerhalb der 
Grenzen a und b der Variablen, zu entfcheiden. 


Betrachtet man mit einiger Aufmerkfamfeit die zwei Syſteme 
der Gleichungen (a) und (a), fo überzeugt man fich ſehr bald, 
daß fämmtlihe Ausdrüde zur Rechten der Gleichheitszeichen uns 
endlich flein werdende Zahlenwertbe haben, wenn die zwar unbe- 
fannt voraudgefegte SIntegralfunction, von x=a bi8 xb, conti- 
nuirlih gedacht wird. Hieraus folgt fofort, daß es eine gleiche 
DBewanttni mit den Ausdrüden zur Linken der Bleichheitszeichen 
derfeiben Gleichungen haben muß. Nun ſtellen diefe Ausdrücke 
die Glieder der unendlichen Reiben (6) und (7) dar, daher müffen 
fämmtliche lieder diefer Reihen, unendlich Flein werdende Größen 
vorftellen. 


Jedes Glied diefer zwei Reiben gebt aber aus der vorgelegten 
Differenzialformel g(x) dx hervor, indem man in (x) flatt x ir- 
gend einen der Werthe von a bis b und ftatt dx ein diefem Werthe 
von x entfprechendes, unendlich Eleines Increment: wo, wı, we, - » 
1 feßt; ferner ift auch) nach dem erfien Buche Mr. 16. die 
Function o(x), ifolirte Werthe von x ausgenommen, mit der Eis 
genfchaft der Continuität begabt; wenn daher von jenen ifolirten 
Werthen der allgemeinen Größe, die der Function g(x) unendlich 
große Werthe beilegen, einftweilen abftrahivt wird, fo find fämmt- 
liche Glieder der Reihen in (6) und (7), da jedes derfelben mit 
einem der unendlich Elein werdenden Factoren wo, wı, @2, w3, - - 


— 
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on-ı behaftet ift, ebenfalls unendlich Klein werdend, und thun dem⸗ 
nach der oben gefteliten Anforderung ein Genüge. 

Es reducirt fih alfo unſre Unterfuchung auf die Betrachtung 
jener wenigen $älle, in denen „(x), beim Uebergange von x=a 
bid x—b unendlidy groß wird. 

Geſetzt nun, die Function g(x) gehe bei der Unnahme: 

xt ton ta tr ..' to, 
wo k eine der Zahlen O, 4, 2, 3, .. n—A bedeutet, in den Zu⸗ 
ftand des unendlichen Großwerdens über; fo bleibt, je nachdem die 
Gleichung (6) oder die Gleichung (7) zu Grunde gelegt wird, der 
Ausdruck: 


1 gar Fa tat .- +9), (8) 
oder der Ausdrud: 
en, g(a+@y +0; +00 +... + @,) N (8%) 


zu unterfuchen übrig, 

Wenn Null der Grenzwerth eined diefer Ausdrüde ift, dann 
finden die Bleihungen (6) und (7) Statt; haben dagegen diefe Aus- 
drücke endliche oder unendlich großmwerdende Grenzwerthe, dann ift 
man mit gleicher Sicherheit anzunehmen berechtiget, daß die unbe 
fannte Sntegralfunction, bei 

za tn Hrn Hg +... +9, 
eine Unterbrechung in der Eontinuität erleidet; daher dann fämmtliche 
in der Differenzialvechnung gewonnenen Refultate, namentlich die 
Sundamentalgrenzgleichung (4) Nr. 16 und in Folge derfelben auch 
die Gleichungen (6) und (7), fowohl für diefen Werth von x, als 
in der nächften Umgebung desfelben, unftatthaft und für - weitere 
Folgerungen als unbrauchbar anzufehen find. 

35. Nachdem alles Nötbige, über das Statthaben der Gleichun- 
gen (6) und (7) mitgetheilt worden ift, wollen wir einige in der 
Integralrechnung übliche Benennungen, die eine Folge diefer Glei- 
chungen find, bier noch aufnehmen. 

Die Gröfen a und b beftimmen bie Endglieder der Reiben 
rechter Hand der Gleichheitszeichen in (6) und (7); diefe Reihen 


bh 
beftimmen den Werth des Integrals f o(x) dx; daher werden diefe 
Größen a und b die Grenzen des Integrals der Differenzial- 











Sntegralrehnung. I. 36. 44 


formel (x) dx genannt, und zwar nennt man b die obere und a 
die untere Grenze. 

Es entfprechen ferner die Glieder diefer Reihen allen Wertben 
der zu integrirenden Function 9x) von x=a bis x=b, daher 


fagt man auch: der Ausdrud fol) dx oder deffen Werth 
ftellt das Integrale von x =a big x=b dar. 

Aus dem Grunde endlich, daß man unter a und b jedesmal beftimmte 
gegebene Bahlenwerthe verfteht, nennt man auch den Ausdruck [p(x)dx 


ein beffimmted Integrale, zum Gegenſatze eines Integral 
überhaupt, das ohne Grenzen dafteht und unbeſtimmtes In⸗ 
tegrale genannt wird. 

36. Noch einige Gleichungen, die ſehr oft in der Folge zur An- 
wendung kommen werden, wollen wir aus (6) und (7) ableiten und 
bier aufftellen. 

Stellt « eine zwifchen a.und b liegende Zahlengröße vor, wo man: 

a<a<b, 
hat, fo führen die Gleichungen (6) und (7), beim Statthaben der- 
felben , auf folgende Gleichung: 





b a h 
G) ν ν. (8) 
Wird ferner in denfelben Gleichungen, 
vv {ham = 093=.. 
angenommen, fo giebt zuerft die Gleichung (5): 
b—a 
— ’ 
na 


und man hat: 


h 
f ꝙ(x)dx =w I g(a)+g(a+w)+g(a+20)-+g(a-+-30) ... +g(b-0) } ‚9 


b 
JS gnddx = 0 |gla+w)+gla+20)-+g(a+30). . + g(b-w)+g(b)} .(10) 


Bon den eben aufgeftellten zwei Gleichungen die Summe ge- 
nommen, bat man auch : 


b 
S ꝙ (x)dx =w 000) - (a+0)+g(a-+20)+ . . +g(b-0)+44(b)} (11) 
Die letzten Gleichungen erklären am beften die Anwendung des 


Anfangsbuchftaben f[ von Summe zur Bezeichnung einer auszufüh- 
renden Integrationsoperation. 





Zweites Kapitel. 


Neber die verfhiedenen Methoden unbeitimmte Iutes 
gralfunctionen darzuftellen. 


$. I. 


Aufſtellung der Srundgleichungen. 


37. Das Integriven, ald Gegenfag zum Differenziren, finder, mie 
natürlich, den erften und weſentlichſten Anhaltspunft in der Diffe- 
renzialvechnung felbft. Wie wir bereits im vorhergehenden Kapitel 
Tr. 32 und 33 wahrgenommen haben und wie die Folge auch mehr- 
fach darthun wird, geben die Refultate der Differenzialrehnung die 
Hauptftügen bei allen Unterfuchungen im weiten Gebiete der Snte- 
gralrechnung ab; daher wird es auch gut fein, ehe zur Auseinander- 
feßung der verfchiedenen Methoden des Integrirens Übergegangen 
wird, jene Hülfsgleichungen und Integralfunctionen , die eine Folge 
diefeg Begriffes find oder die aus den in der Differenzialrechnung 
gewonnenen Refultaten unmittelbar fließen, unter der Benennung 
Grundgleihungen bier zufammenzuftellen, um mit gelegentlicher 
Berufung auf diefelben ungehindert, in der Entwicklung der ver- 
ſchiedenen Integrationsmethoden , fortfahren zu können. 

38. Zufolge des Begriffes einer inverfen Operation hat man, 
. wenn f(x) irgend eine Function von x bedeutet, die Gleichung : 

fd. fx) = f(x) . (1) 

Stellt ferner a eine von x unabhängige Gröfe vor, fo bat 

man mit Zuziehung diefer Gleichung und der Gleichung (5) Nr. 18 
Sadfx)=afdix)=afe). (2) 

Ebenfo geben die Sleichungen (6), (14) und (15) der Differen- 
zialrechnung: | 
Fja. fi) + d. Fix)! = fd.) = [d.F(x), (3) 


f F(x) d. f(x) + (fx) d. F(x) = f(x) F(x) , (4) 
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Kr)  ) Fo Fo) Fa’ (9 
wo F(x) und f(x) beliebige Functionen von x find. | 
Die Ergebniffe der fünf letzten Gleichungen wollen wie auf die 
zwei $unetionen: | 





f d.Kz) _ [Rx) del) _ Rx) 


x" und a” , 

anwenden, aus welchen die algebraifchen und erponentiellen Func⸗ 
tionen fließen. 

Wendet man auf die Gleichungen (I) und (II) Pte. 49 die Re- 
fultate der eben aufgeftellten Gleichungen (1) und (2) an, fo hat 
man: 

"umfx'd, 
a* — log.a. ſ a* dx. 

Sol die willtührlihe Conftante der Integration Pr. 34, bier 
und in der Folge, durch + Const. oder durch + C. vorgofkdt 
werden, dann gehen die beiden legten Gleichungen über in: 


fe Adx — * + Const. , | (I) 


—— 
a* dx = 5 Const., (IE) 


welhe die Srundgleihungen zu den algebraifhen und 
erponentiellen ISntegraifunctionen abgeben. 

Die einfache Bemerkung, daß diefe Gleichungen (mo und a—1 
ausgenommen) identifch beftehen, verfeßt ung fo gleich in die Rage 
die Werthe einiger Integralausdrüde abzuleiten, die wir, um fie 
von den Grundgleithungen zu unterſchelden, abgeleitete Grund— 
gleihungen nennen werden. 

39. Die Gleichung (7) Ne. 48 giebt, mit Zuziehung der bier 
aufgeftellten Grundgleichung (1), 

Ftiradgıtz) dx = figlx)] -+ Const. , (6) 
wo gılx) den Differenzialquotienten von (x) nah x und fı[a(x)] 
den Differenzialquotienten von fLo(x)] nach g(x) vorfielt. Mit Be- 
rüdfichtigung dieſer Gleichung ift man, in den Bleichungen (T) und 
(II), jede Function von x flatt x zu feßen berechtiget, wenn nur zu» 
gleich ftatt dx das Differenziale diefer Function eingefegt wird. 

Wird daher in (I) flatt x die Function a + bx" gefeßt, fo bat 
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man, wenn a, b und n von x unabhängig gedacht werden, bnx" dx 
ftatt dx zu feen und es ergiebt ſich folgende abgeleitete Grund⸗ 
gleichung : 
ferne z»1 dx = ehr)” + Const. (7) 
Const. , 

Wir haben bier ſtatt —z;— einfach + Const. geſetzt, wo⸗ 
zu wir vermöge der Willführlicyleit der Eonftante der Integration 
berechtiget find. Aus gleichem Grunde werden wir auch in der 
Folge, jede mögliche Verbindung oder Function der Integrationd 
conftante, einfach durch + Const. oder + C. andeuten. 


Setzt man ferner in diefelbe Gleichung () b+ > ftatt x alfo 





— na * ſtatt dx, fo erhält man bie zweite abgeleitete Grund⸗ 
x 
gleichung: 
fer»: ni, mt) x — — Ä_. —— + Const. (6) 


mna zu 


40. Die Grundgleihung (TI) wollen wir gleichfallß zur Her- 
ſtellung einiger abgeleiteten Grundgleichungen benüßen. 
Wird dafelbft a = e (Einleitung Nr. 9) angenommen, fo hat man: 


fe dx = e* -+ Const. (9) 
Geht hier x in xi alfo dx in idx über, dann ift: 
f"dı«= < + Const. , 
und man hat, wenn i = V(-1) angenommen wird, 
IK + v-ı [ Sinxdx = — 74 z Cos.x -+ Sin.x + Const. 
Bertaufcht man bier x in — x aſo dx in — dx, fo iſt: 
— c « + Y-1 f sin.x&s = 74 1 Cos.x — Sın.x + Const. 


Durch Addition und Subtraction diefer zwei Gleichungen findet 
man endlich folgende zwei abgeleitete Grundgleichungen: 
f Sin.x dx = — Cos.x + Const. , 
f Cos.x dx = -+ Sin.x -+ Const. , 
die ſich auch, aus den Bleihungen (10) Nr. 20, mit einfacher Zu: 


(10) 
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ziehung der Srundgleichung (1) folgern Taffen. Auf demfelben Wege 
oder, einfacher, aus den Gleichungen (9) und (41) Nr. 20 findet 
man auch folgende abgeleitete Grundgleichungen: 








dx _ log.x + Const. , (11) 

x 

dx = arc.Sin.x -+ Const. (12) 
Yı-x? 


Die Hier aufgeftellten Grundgleichungen werden, bei Gelegenheit 
der Auseinanderfeßung der verfchiedenen Integrationsmethoden, die 
Grundlage zur Aufftelung der wichtigften algebraifhen und erpo> 
nentiellen -Integralfunctionen abgeben. 


§. I. 


Das Integriren nach der Ableitungsmethode. 


44. Der im vorhergehenden $. Ne. 39 und 40 befolgte Gang, 
die abgeleiteten Grundgleichungen zu erhalten, ruft eine Integrationge 
methode hervor, die man Ableitungsmethbode nennen fann; 
es beruht diefelbe auf die, zwifchen Sntegralausdrud und Snte- 
gralfunction , ftattfindende Sdentität. 

Die Bildung der Gleichung (6) Nr. 39 aus der folgenden: 

.f fix) dx = f(x) + Const. , 


durch die Annahme des Leberganges von x in g(x) und von dx 
in d. ꝙ(x) = gı(x) dx, umfaßt alle Eigenthümtlichkeiten derfelben und 
bietet ung genügenden Auffchluß, diefelbe zu gebrauchen, dar. 

Wir gehen daher zur Anwendung diefer Methode auf die Darftel- 
lung verfchiedener Integralausdrüde über und verfparen die etwa 
noch nöthigen Bemerkungen auf gelegentliche Mittheilung. 

42. Gebt in der Gleichung (11) x in a + bx, alſo dx in bdx 
über, ſo hat man: 


(=: =ı log.(a+bx) + Const. _ 43) 


Wird bier + b in — b umgefeht, dann hat man: 
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f dx = -: log.(a—bx) -+ Const. ; 


a—bx 
ducch Addition der beiden letzten Gleichungen findet. man: 


dx 1 a+bx 
—— — 1 e 
(= 33h og — + Const. (18) 


Geht in diefec Gleichung x in xY(-1), alfo dx in Y(-1) dx 
über, oder wird bY(-1) fkatt b geſetzt und berücfichtiget man die 
Gleichung: 





1 ' a+bıy 1 
ıyÜ 3 a-ıuy-’ 


bx 
arc.tang. 7* 
fo ergiebt ſich die Aeichuns: 
fs = — * arc.tang. > x + Const. (15) 


Durchs Addiren und Gubtrabiren der Gleichungen (14) und (45) 
erhält man endlich: 


d 4 a+rbı b 
(= = 3 110g. vi + aretang. — x} + C. 


x?2dx 5 h 
(== = 55 Hog. V >= — arc.tang. a x N +C. 


43. Die abgeleitete Grundgleichung (12) giebt, wenn x in xyY(-A) 
alfo dx in Y(-1) dx umgefegt und die identifche Gleichung, 


arc.Sin.xY-1 = Y-1 log.(x+ Vi+x?) , 
zugezogen wird, folgende Gleichung: 


(16) 


f 78* — log.(x+y1+x?) + Const. 
+x 





Wenn daher fowohl in der Gleichung (12), als in der eben auf- 
geftellten Gleichung x in“ x ‚ alfo dx in > dx umgefeßt wird, 
ergeben ſich folgende zwei allgemeine Gleichungen: 


— 1 arc.Sin. b x + Const. , (17) 
a 


ve 2 





(5 Vs * 510g. (bx-+Yat+-böx) + Const. (18) 


44. Wenn ferner in den Bleichungen (14) und (17) x in x—c? 
umgefegt wird und in (44): 
—-Mci=a,22t=$,®b=—y, 
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dagegen in (47): 
"biza,mdmp,Mzryı, 

enaenammer wird, fo erhatt man: 
— 


S — — a 





XP 
Ne m 


Auf gleihe Weife gehen die Bleichungen (45) und (18), wenn 
x in x+c? und | 
a+b?ct ina, 2h2 eꝰ in 46, und b’iny, 
umgefeßt wird, in ſolgerde zwei Gleichunzen über: 








— _ tang. FE, Const. ‚ 
atpxtYyx — — 
f — — — log. (ß-+2,x-+2Yy Vo+2-+723) + Const. (22) 


Se nachdem 42 — 40y pofitiv oder negativ ausfällt, wird man, 
um dag Integrale: 
dx 
an: d 


unter veeller Form dargeftellt zu erhalten, die Bleihung (19) oder 
die Bleichung (21) zu Grunde legen. 

Blos der Fall wenn man A—Aay=o bat, erfcheint durch feine 
diefee zwei Gleichungen gelöst. 

In diefem Falle geht der erwähnte Integralausdrud über in: 

dx 
Vetxyy% ' 

feßt man nun in die abgeleitete Grundgleichung (7): 
a=YVo, b=+Yy, n=1, m=-4, 


fo bat man: 
> dx ee 


— — . 1 — 

Vaxxyy + Yy Vasxyy 

Somit erfcheint der befagte Integralausdrud, wenn nur a, ß, >, 

reelle Größen find, immer durch eine reelle SIntegralfunction aus- 
gedrücdt. Eben fo wird das Integrale: 


+ Const. (23) 


— — 
f Va-+rpßx+,x? 
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unter veellee Form durch die Sleichung (20) oder durch die Gleichung 
(22) dargeftelit, je nachdem > eine negative oder pofitive Größe ift; 
blo8 dann, wenn diefed Integrale feines reellen Werthes fähig ift, 
ftellt fich auch deffen Integralfunction unter imaginärer Form dar. 

In der That, da die Buchſtaben «, 8, z bier als reelle Größen 
gedacht werden, fo kann blos die Sleihung (20) eine Imaginarität 
dardieten und zwar nur dann, wenn Aay-+ B? einen negativen 
Werth annimmt. 

Allein es ift: 


Very C 


wenn alfo Axy-+ 8? einen negativen Werth bat, dann ift, wie 
diefe Gleichung zeigt, Yargx-;x2 für keinen Werth von x reell; 
weßwegen auch alsdann das fragliche Integrale unter feiner reellen 
Form darftellbar fein Kann. 

Es erübriget ung fomit noch der Fall, wenn man „=o, oder 
wenn man dag Integrale: 

dx 
. Varpx , 

zu beſtimmen bat. | 

Der Werth dieſes Integrals geht ebenfalls aus der abgeleiteten 
Grundgleichuna (7) duch die Annahme: 


a=c, b=ß, n=i, n=#, 


hervor, wo man dann 


f dx _ 2 Vo+jix + Const. , (24) ° 
Va-+-px ß 





findet. 

Diefe Sleihung füllt in gleicher Weife die Lücke aus, welche die 
Gleichungen (20) und (22) laffen, wie ed die Gleichung (23) für die 
Gleichungen (19) und (21) thut. 


45. Läßt man in den Gleichungen (20), (22) und (24) x in 
- alfo dx in 28 übergeben, und vertauſcht hierauf & mit z 


und > mit o, fo geben folgende drei Gleichungen hervor: 


f dx = 1 are.Sin. BR24 Const. ‚, (25) 


1 
xY-a-+-px-+yx? Va xyY4ay+p? 
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— — 2 4 3a+ßx—2YarVa+sx+yx\, C., (26) 
f xV a +ßx+;x? Va 1. x ) { 
de __ 2, Vor 
IK =7 — -+ Const. (27) 


86. Getzen wir ferner in die Gleichungen (25) und (26) 4-+x 
ftatt x, und laffen in der aus (25) erzeugten Bleichung, 
en — —y, Bndt—2t, yinyt, 
und in der aus (26) hervorgegangenen Gleichung, 
æ in x AN, 8 in A —- zit, yinyi, 
übergehen, fo erhalten wir: 
dx 4 . A1—Cix 
(VB = ya arc.Sin. — *0 


g. Gar MArB'x+y!x? +C 


dx 1 
Vs er! 1+ x 
wo, der Kürze wegen, 

Alm 2uiH, Ci yigg, 
== A y;t, 
geſetzt worden if. | 
Bedenkt man ferner die Gleichung: 


u 
arc.Sin.u == arc.tang. Vom ‚ 


fo fann man folgende Gleichung ftatt der erften der zwei obigen 
Sntegralgleichungen ſetzen: 
f — — — arc.tang. — _At-Oxr 
(1-+x) Vei+Bixeyix? = ya 2 Yu Va'+-Bix+zix2 
" Wird in diefer und in der zweiten der beiden obigen Sntegral- 
gleichungen,, 
enzr,dedciie, 
Anz, in, yı nö, 
umgefeßt, fo hat man, wenn noch der Kürze wegen, 
A=2ab—Pa, C=2ya—Ppb, 
v= — ab? + ab — ya, 
gefeßt wird, folgende zwei Integrafgleichungen: 
x 4 A —Cx 
er —— = Yo arc.tang. —ã— — * C. (29) 


Raabe, Diff. u. Int. Rechnung. 4 


(28) 
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dx A-Cx-2Y-vYa-+ßx-+yx? 
f — — * * log. —— — 0630 
Se nachdem die Größe v poſitiv oder negativ iſt, wird man ſich 
der Gleichung (29) oder der Gleichung (30) bedienen. 
Iſt hingegen v—o, dann verwandelt ſich das Integrale links 
vom Gleichheitszeichen diefer Gleichungen in: 


f dx 
— —— — .. 
PXVVEAMAXX. 
(arbz V a + b * 
Um den Werth dieſes Integrals zu beſtimmen, be man in die 
'b 
Gleichung (27) 1 + "x ftatt x, vertaufche inf 2 und ß+ 


a 
in = ‚ wodurch man, 
| Pr y 
_ __ _2ab ve bc 4) 
— — — — .y 
(a+bx)? + Ex ab? ya a + bx 


erhält. 


47. Wird in den Gleichungen (28), (29) und (30) der vorher- 
gehenden Nr. B=o angenommen, und der Kürze wegen, 








v= ab? + ya, (32) 
gefeßt, fo hat man: 
— _ 1 arc.tang. cb— yx ,c, , 
(a-+bx) Vo-+yx? -v V-v Vo+yx? 


(v5 — _—_ log. ab—yax—YvYa+yx? *C. 
(a-+-bx) Vo-+-yx? 7 a+bx 
Wenn bier x in —x übergeht, hat man: 
——— arc.tang. ab+yax_ ,0, 


dx | 
wvss nu Y-v V-v Voxryx? ! 


(rs — _ I 7 108- ab-+yax—yı Va-ryx? + C. 
(a—bx)ya-ryx? . a— bx 


Durch Addition der erften und dritten, wie der zweiten und 
vierten dieſer Bleichungen, erhält man folgende zwei Bleichungen: 





— arc.tang. Zay-u xVa+yx? +cC, ‚ 
(a?—b?x?) Yu-+yx’ 2ay-u aa?+(ab?-+2,a?)x? 
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f —_ 1 log. (ab-yax—-yt Va+yx?\(a—hx) +C. 
(a? —b?x2) Yu-+-yx? Z2ayv (ab-+yax—yvYVa-ryx2)(a+bx) 


Diefe zwei Gleichungen können, wie folgt, bedeutend vereinfacht 
werden. 
I. Bedenkt man folgende Gleichheit: 


2u 
arc.tang. Is” 2 arc.tang.u , 





und fegt man: 
u _V_ 
"Varza 
wo v den Werth aus der Gleichung (32) hat, fo findet man: 
_2u __ 2ay-v xYa+;x? 
4—u? —” aa?-+(ab?-+2;a2)x? ’ 
und es geht die erfte dev befagten Gleichungen über in: 
(ss A arc.tang. AV + C. (33) 
(a?— b?x?) Va-+yx? ay-u aVa-+ yx? 
II. Setzt man in die zweite obiger ©leichungen —b flatt +b, 
addirt diefelbe zu der fo erhaltenen umgeformten Gleichung, fo er» 
hält man faende Gleichung: 
1 los. naꝰ Bx⸗- 2a xVo-+yx? ar, 
— Va av ” aad-+-Bx?2—2ay u xYa+yz? 
wo der Kürze wegen, 





B = ob? -+ 2ya? , 
angenommen worden ift. 
Bedenkt man nun die Gleichung: 


navo= (VER VE, 


D= yA?!—C, 
ift, fo geht obige Gleichung in folgende, höchft einfache Gleichung 
über: 








wo 


(5 105. Wr Ver, 4 
(a2—b?x2, S Zayv "B- xyr—aYaryx? rn 69 

Man wird fich der Gleichung (33; oder der Gleichung (34) be 
dienen, je nachdem die Größe v, aus Gleichung (32), einen negati- 
ven oder einen pofitiven Werth hat. 
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48. Stellen wir die Bleihungen (33) und (34) in allen mög- 
lichen Combinationen der Zeichen von .« und >, die noch reelle Re- 
fultate gewärtigen laffen, bier zufammen; fo ruft die Öleichung (33) 
folgende drei Bleichungen hervor: 


dx __4 xyY-v c 
(a2-hrx ay-v arc.tang. aVar,zı ru, (c) 


— — — — MW 
(os Va-yx? — ay-ı arc.tang. aVa—yat + C. ‚ (8) 


dx 4 ıyu 
eos V-a+7x? — ayu arc.tang. F — C., (5) 
wo v die Bedeutung aus (32) hat und 
vum ab’— ya, (35) 
ift. Die Gleichung (34) bietet dann folgende Gleichungen dar: 
— xyr-+ra Varyx? 
See — Day log er yon —— C., (6) 


lor xy +3 Ve—ex? 
— — ‚x? = 1 08: xyu-aYa-—,x? „x? 
Murt una 575 
\asor V-a-+r,x = eye > 9 en -aV ar +. © 
Werden « und y» als pofitive Größen angefehen, dann kann 
über den Gebrauch der drei vorhergehenden oder der drei fo eben 
” aufgeftellten Gleichungen, um reelle Refultate zu erhalten, fein wei« 
terer Zweifel mehr vormalten. 
Sept man ferner in den ſechs letzten Gleichungen b in vi u um, 
fo hat man: 





+C. h (&) 


_ 1 tane xy c 
au RnB aYac+yz2? ru, (at) 

1 ‚xyu 
Sn rt m 





dx 4 _xY-v 
J i ———⏑ — ya ñ — +C., 9% 
— — 1 xy-ın ta V (x +yx? 
S (a?-+h?x2) Ya-r;x? — 2ay-u MR ⸗ +C., (81 


f lo ——— —— 
(a2-+b?x2) Va—,;x? = Zu 08 xy-u—-aVa—yx? 





+C, (€ 
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dx 4 xyıtaVY—uryn 
Na — 
Auch hier wird über den Gebrauch dieſer Gleichungen, wenn « 
und > wie oben pofitiv gedacht werden, fein Zweifel mehr ftattfinden. 
49. Wird die in der vorigen Nr. getroffene Annahme, über die 
Beichaffenheit der Zeichen von & und y, beibehalten; fo wird, wenn 
nur a unb b reell vorausgefeßt werden, die Größe v der Gleichung 
(32) pofitiv fein. 
Segen mir nun diefe Annahme feft, wie jene, ed habe audy die 
Größe vi der Gleichung (35) einen pofitiven Werth, oder man habe: 
ab? > ,2, 
fo erhält man durch Addition und Gubtraction der Gleichungen 
(8) und (&!), (2) und (8), (y) und (5), 
folgende ſechs neue Gleichungen: 


*C. (59 


lo —— — 
V +yx? = 7% OB va Var; x? x? 
xyvı | 
+ Zan, arc.tang. 0., (36) 
*ax ——— 
—e— —— log. zyu—a ve 
1 ıyvı 
— Zahayro, "ertang. aYa+yx? * c., (47) 
lo xy ntaVu«—yx? 
or Vo B° xyu—aVa—yx? 
xy 
+ 305 arc.tang. — C., (38) 
(a x2dx I oe xyu+raVo—yx? 
(a+—b?x?) Va—yx? — babdyYvı e xyu—a Va—yx? 
1 xyU 
— Zah, arc.tang. Va ya +C., (39) 


f x 1 lor. * u+aV —u-ryx? 
— — = a log ——— — 
(at-b?x?) Y -u-+-yx? kadyu ſ xyi—aV-a+r7x 


1 xy 
+ 25 vi arc.tang. ; Var +tC., (40) 
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er x?dx 4 log. xyı—a V — ⸗ 
(a!-b'x°) V-a+yıt — Aa xyuray—aryx? 
zyu c 








arc.tang, ——— C. (41) 


Ei; hingegen v, negativ, oder hat man: 
ab? < ya? , 
dann findet man durchs Addiren und Subtrahiren der Gleichungen : 
() und (61), (PB) und (61), (Hund (£1), 
folgende fech8 Bleichungen, weldye in diefem Sale die vorherge- 
benden erfegen: 











f x _ 4 xyu+raYaryx? 
(#+—b’xi) Ya+yx? aayo zyv—aVa+ya? 
zy-utaVa+;x? 
1! oB xy-vu—a Vox+,x2 ‚x? +6,42 
(as x2dx xyu+ayo-ryx? 
—S— ee V log. xy va Ve+yx? 
xy -1umaVa+ yx? 
J Iog- xy-u-+aVo+ryx? +6,49 
dx xy -u 
— —— — — — arc.tang. — — 
f (—bixt) Ya—yı? —* & aYa—yx? 
„ 
MET arc.tang. —— gr (44) 
x?dx 4 xy -U 
— — — — — ATCtADg, — 
f (a —b’x?) ya —yx? Zab’y-vı 5 aya—yı? 
4 xyU 
— t . —— 
F arc.tang - Va +GC, (45) 
-Uvy ra V —at7 ‚x? 
ee (a*+- Tr — ev log. — V—a-ryx2 
„U :+a V-a+yxt 
tm) —— — +6, (16) 
x2dx xy-ın ta y —utyx? 
ev 4.b3x3 2 = um log. 2 
(a’-b’ix?) Y-a+7x xy- — 
xyı—ay—oa+yz? —aYy—atıx 


+ — jo 
hab?yYu B your aa + +C. (47) 
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$. I. 


Integrationdgmethode des Zurüdführeng auf dem Wege 
der Subfiitution. 


50. Die Methode des Integrivens durch Zurückführen befteht 
im Allgemeinen darin, daß eine vorgelegte Differenzialformel „(x)dx, 
deren Integralfunction nicht fo leicht zu erkennen ift, in eine minder 
complicirte, das Integrale bald verrathende Form umgefeht wird. 
Erzweckt man diefes Zurücdführen durch die Subftitution irgend 
einer Function einer neuen Variablen y ftatt der alten x, 3. B. 
durch die Annahme: 

x = f(y) alo dx = fu(y)dy , 

wodurch die obige Differenzialformel (x)dx in olf(y)]fı(y)dy über: 
geht, und ift die Function f(y) von der Befchaffenheit, daß zum legten 
Differenzialausdrud in y leicht ein Integrale erkannt wird; fo nennt 
man dieſes Verfahren: Integriren nach der Methode des Zurüd- 
führend auf dem Wege der Subftitution. Denn, hat man die Dif- 
ferenzialformel in y integrirt, und nach volljogener Integration die 
Variable x, mittelft obiger Gleichung, wiederum eingeführt; fo er» _ 
hält man, geſtützt auf das in vochergebendem $. entwicdelte Integra⸗ 
tionsverfahren, das Integrale der vorgelegten Differenzialformel 
in x. 

In dem Folgenden werden wir uns abwechſelnd, theils dieſer und 
theils der Ableitungsmethode bedienen, um die Werthe einiger noch 
nicht aufgeführten Integralausdrücke herzuſtellen. 


51. Es ſei: 
xdx 
u — Tr — LE} 
f 0+5x+yx? 


Wird bier, 


gefeßt, fo kann man u von den Werthen zweier Sntegralien ab» 
hängig machen, die aus dem Vorausgeſchickten theild unmittelbar ent» 
lehnt und theild ohne Mühe abgeleitet werden können. Man hat näms 
lich durch diefe Subftitution, da dx = dy wird, folgende ©leichung : 


— ydy dy 
u=% (ar 23 J (d) 
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Vertauſcht man in der Bleichung (13) Nr. 42, 
x in y2 alfo dx in 2ydy, 
a in day und b in 4°, 
ſo hat man: 


ydy —_ 1 _ . 
Tor = 5 106 (ey) + Co, 
die Gleichungen (14) und (15) geben, je nachdem day < oder > 
8? ift, entweder: 

Hay—pßPHay!y? T 4y VvR—iay VR—Aay+2yy 
oder: 


dy 4 2yy 
J ——e— u 2y Yhay—? nrerFang- Viey— +6 
Werden nun diefe Ergebniffe in die Bleihung («) eingefekt, 
und nachber, 


— 18 
y=xıTtr-..; 


2y 
defekt, fo erhält man, wenn der Kürze wegen, 

vm M—hay, | (48) 

angenommen wird, folgende Gleichungen: 

xdx 1 

Sea = 

ß + - 
+ log. — +GC,, „ 


u 
xdx _4 
==,» =, log. (@+$x-+yx9) 


or arc.tang. — * C. (50) 
Man wird fih der erften oder der zweiten diefee Gleichungen 

bedienen, je nachdem v aus Gleichung (48) einen pofitiven oder 

negativen Werth hat. 

Für v=o bat man folgende Gleichung ſtatt der vorgelegten: 


nn 
(vakıyy) 
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Wird bier, 
vu + xyy =y, 


17 -ve in. 
vJY  JyY 


Diefe Integralien werden nad) den Grundgleihungen (14) und 
(1) beftimmt, fo daß man bat: 


gefent, fo ift: 


Führt man wieder x ein, fo if: 


' d 1 
[vrr 7 log. (Vatıyy) 
+ es + Const. (51) 


52. Aus den Bleichungen (49) und (50) wird man nach der Me⸗ 
thode der Ableitung auf einige nicht unintereffante Refultate ger 
führt. Geht, nach dem Beifte diefer Methode, in diefen Gleichungen 
x in < alfo dx in — über ‚ fo verwandeln fie fih in: 

dx 4 yrßxitax? 
Sr 2 x? 
47 PX 


ß — av" 5 
+ 5 log. 7 — + Const., 
xy U 


dx _4 log y+px+ax? 
yı+Ax3+ax3 24 x? 


— rm arc.tang. * + Const. 
Get man bier x in x+d um, fekt dann: 
a=d, B=c-3d, y=b—2dc+3id, (52) 
und beftimmt dann 3 aus der cubifchen Gleichung: 
dôꝰ — cᷣꝰ ho — a 0, (53) 
ſo hat man: 
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dx 4 h a+-bx-+cx?-+dx? 
a-rbx+cx?+dx3 2y OR- (ö+x)? 
2y+Bö+ßx 
1+ (ö+x)y.1 Par, Pi 
56 1 rt Por px u (94) 
— 
dx 4 a-+-bhx+cx?+dx3 
arbxtex?+dı? 2, 08- (ö+x)? 


— ER, arc.tang. —— +C, 68) 
wo der Kürze wegen, 
d= c?— Abd -+ 2cdö — 3d2ö? , (56) 

geſetzt worden ift. | 

Die Gleichung (53) giebt, wenn a, b, c, d reelle Größe find, 
jedesmal einen reellen Werth für d; woraus, vermöge der Bleichungen 
(52) und (56), die Realität der Größen, «, ß, y, I folgt. Man 
wird daher die Gleichung (54) oder (55) zu Grunde fegen, je 
nachdem 4 einen pofitiven oder einen negativen Werth annimmt. 


53. Es ſei ferner, 
xdx 
— ln 
“ Voa+px-+yx? 


fo kann man durch diefelbe Subftitution, wie in der borhergeben- 
den Nr., nämlich: 
x Y — ß 
2y ’ 
den Werth von u durch ſchon beſtimmte SIntegralausdrüde dar» 
ftellen. 
Es geht nämlich durch diefe Subftitution die vorgelegte Gleichung 
über in: 
— __2(__U__. 
“=2V7 ) Var VD) Vinp-airhpgi 
wird in Gleichung (24) x in y?, a in day—?, B in 47? umgefeßt, 
fo bat man: 
ydy — 
Vıuy—p?+-4y2y? 
und die Gleichung (18) giebt: 
—— I = 2 j09.(2yy + Va Br c., 
Viey Bir y2 2y 5 yy Yy 23 


1 — — 
Por) Viay—B2+4y2y3 +C. , 
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fegt man diefe Ergebniffe in die letzte Sleichung, die u beftinmt, 
ein und veftituirt den Werth von y, fo erbält man: 


xdx 1 — — 
(= 7 Vorßx+yx? 


Vıi-+Bx+yx3 J 





5 log. (-+2yx+2Y5 VorBsH ren c. (57) 
Man bedient fich diefer Gleichung, wenn y einen pofitiven Werth 
bat; ift hingegen y negativ, alfo: 
xdx 
"- S Verß— pe 
fo febe man bier y als pofitiv an und feße: 


wodurch nunmehr die vorige Bleichung in folgende übergeht: 


ydy ß dy 
en en Sn 
Das erfte diefer Integralien wird wie vorhin nach (24) beftimmt, 
und das zweite folgt aus der Gleichung (47). Alein fett man noch 
in diefem Lebtern die Function arc. Sin. in .are.tang. um, fo 
bat man: 


— — — 1 zotang. — 
Ver NE Va apye 
und 
xdx _- _i — — 
S Ver  yVarpaoy 


+ arc.tang. — — C. (58) 
VE yVaraa—ya 
Hat man endlih „=o, fo kann man weder die Gleichung (57), 
noch die Gleichung (58) "zu Grunde legen, fondern man muß für 
biefen fpeziellen Gall die Beftimmung eigens vornehmen. 
Man hat alsdann: 





xdx 
Vo-+-ßx ' 





u= 
wird hier, 

a+pßx=y?, 
geſetzt, dann ift: 
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u— _ % 2 
3 +7 y?dy ; 


jeder dieſer Integralausdrücke ift nach der Grundgleichung (I) an 
gebbar; daher hat man, wenn nach der Vollziehung der Integration, 
y=V(a+ßx), gefeht wird, die Gleichung: 





zdx - Zu) Yurpx + C 59 
== 343 (BX—2u)Yuarßx . (59) 
54. Legen wir ung endlich folgendes Integrale: 
dx 


(33?-+2abxCos.6-+-b2x?) Y «-+-Bx-+yx? ’ 
zur Beſtimmung vor. 
Wird bier die Subftitution: 
— tu , 
dry’ 
gemacht, fo kann man die unbeftimmten, jedoch conftanten Größen 
ı und „ dergeftalt beftimmen, daß nur nod) gerade Potenzen der 
Variablen y reftiren. 
Man erreicht diefen Zweck, wenn man folgende zwei Gleichungen 


(m) 


a3-+-ab(1-+u)Cos.0+bAu = o, (n) 
arj3htu)tylu=o, 
feſtſetzt. 
Die obige Größe u gebt alsdann über in: 
— — undg — — 
[a?+2ab).Cos.0@-+-b243-+(a3-+2ab..Cos.9-+b2u2)y?) Ya! ya! 
wo 
al arhAryR, 
yı = atpuryu, (e 


geſetzt worden iſt. 

Suchen wir, bevor an die Ausmittelung des letzten Integralaus⸗ 
druckes übergegangen wird, die Größe A und aus den Gleichungen 
(n) zu beftimmen. Eliminirt man aus denfelben das Product Az 
und fegt der Kürze wegen: . 


(9) 
fo findet man: 
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diefen Werth in die erfte der Sleichungen (n) eingefegt, erbält 
man: ' \ 
= — 1% + 3 MCos.0; 
durch Verbindung diefer und der vorhergehenden Gleichung hat 
man ferner: 
ni = 2 Va’Sin.0°+M—aCos.08 ; 


(r) 


es ift alfo: 
A=—-EM+; Verne M-aCs.o?, 
= - IM... VRR M-aCo.oF. 
Seht man ferner, 
A? — Ya? Sin.9°+(M—a Cos.0% -+ (M—aCos.6) , | RN 
B2 —= Ya? Sin.2+(M-a Cos.0)? — (M—aCos.0), 


fo findet man, mit Beachtung des obigen Werthes von 4 —%, 
a2+2ahl Cos.0+b242 = bAXu—ı) , 
a?+2abu Cos.0+-bii2 = bB&(u—)), 


und der obige Werth von u geht über in: 
4 (4-+y) dy 
TB ao) Yarezay 

Da ı und „, wie die obigen Öleichungen zeigen, reelle Größen 
find, fo find e8 auch die Größen a! und yt; eben fo mweifen die 
obigen Gleichungen pofitive Werthe für A? und B? an: Wenn daher, 

— — —— +1 
bh) (As+-BeydYaisjiy? ⏑⏑⏑⏑ — 
geſetzt wird, fo kann man daß erfte Integrale rechts vom Gleich⸗ 
beitszeichen Durch eine der Gleichungen (w!), (81), .. (E) Nr. 48 
darftellen ; das zweite diefer Integrafien geht aus der Gleichung (29) 
oder (30) hervor, menn dort, 
„=0, a=al, B=2y!, x=4y, 

geſetzt wird. 

Wird nach vollzogener Integration, 
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g. IV. 


Sntegrationsmethode des Zurüdführeng aufdem Wege 
der Recurfion. 


55. In der Lehre der Reihen wird zumeilen das Bildungsgefek 
der Slieder einer Reihe dadurch gegeben, daß eine Gleichung, die 
den Zufammenhang einiger Folgeglieder derfelben anzeigt, und die 
man Recurſionsgleichung nennt, aufgeftellt wird; ein gleiches 
Verfahren wird oft mit gutem Erfolge auch in der SIntegralredy- 
nung angewandt. &o wird aus dem Berfolge diefes $. Nr. 57 II 
die Richtigkeit folgender Gleichung: 

















m m—2 
x dx + (m—1) x d« = "1 yırı?, 
Yi+x’ Yı-+x? 
die für alle Werthe von m Statt hat, einleuchten; wird nun: 
x"”dx 
u = — 
m yi+x2 ,’ 


gefeßt, und denkt man fich hier flatt m die Zahlen O0, 1, 2, 3,.. 
eingefeßt, fo erfcheint der SIntegralausdrucf rechts vom Bleichheits- 
zeichen als allgemeines Glied der Reihe: 


deſſen Bildungsgefeß, vermöge der obigen Gleichung, durch die Re- 
eurfionsgleichung : 
nu, + (m—M)u_, = x" 'Yırz , 

gegeben erfcheint. Behandelt man diefe Gleichung wie es in der 
Theorie der Reihen üblicy ift; fo überzeugt man ſich fehr bald, 
daß die Werthe von us, u;, ug,. . . Hder, daß die Werthe der 
Integralausdrücke: 

x?dx xad x x6dx 

—— —— ' Yı+zı ’ 








A 
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fänmtlich von der Kenntniß des Werthes der Größe u. oder von 
dem Sntegralausdrude: 


dx 
Yı+z3 ' 
abhängen; und dag eben fo die Werthe der Integralien : 
xIdx x5dx x’dx 











Yan’ JVaau' va’ 
von dem Werthe des Integralausdrudes: 
xdx 
via 
abhängen. Nun find diefe zwei Sntegralien u, und u, in dem Bor» 
angefchickten bereits enthalten und befiimmt; daher darf auch das 
Blied um oder der SIntegralausdrud: 
| x"dx 
Yırıa 
als bekannt oder als darftelbar angefehen werden. Mit der Auf» 
ſtellung der Recurfionsgleichungen von Integralausdrücken, die häu— 


fige Anwendung finden, werden wir ung in den nächftfolgenden Nrn. 
befchäftigen. 


56. Die Integralgleihungen (7) und (8) bieten, mit Zuziehung 
der Grundgleichung (4), ſechs Recurfionsgleichungen dar, die ihres 
öftern Gebrauches wegen, unter der ihnen ausfchlieflich beige: 
legten Benennung Reductionsgleihungen in der Integral: 
rechnung auftreten. 

Mir der Herftelung diefer Reductionsgleichungen wollen wir ung 
zuerſt befchäftigen. 

Wird in der Grundgleichung (4) Nr. 38 folgende Beftimmung 
über die Functionen F(x) und f(x) getroffen: 





d. f(x) = (a+bx")”" 1x" 1gx und Fix) = xt"? 


fo giebt die Gleichung (7), wenn einftweilen von der Sntegrationg- 
eonftante abgefehen wird, 





fx) = (a-+-hx")” , 


_ mnb 
und durch Differenziation : 
d. F(x) = (p-n+1)x? "dx . 
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Wird nun, 

X = arbx, 
gefeßt, fo geht die Gleichung (4) über in: 


m—1 — m un —n 
x XP dx), fx ge X’ ". (x) 








mnbh 
Setzt man ferner in die Gleichung (A), 
d. fx) = (arban)"zmn-1gg und Fix) = arte, 
fo giebt die Gleichung (8) 
f(x) = — — (a+han)' x, 
und 
d. F(x) = (p--ma+4)xP*""dx . 
Wenn daher obiger Werth für X beibehalten wird, fo hat man: 
+mn-H1 m X" rt 9 
x rdx — ne Kra=- I. (9) 
Eubtrahirt man endlich die Gleichungen (a) und (£), fo erbält 
man: 
oı+1 


Daum f Kpdx + —— f X = LE .60 


Dieſe drei Gleichungen (=), (8), (y) rufen die angekündigten Re⸗ 
ductionsgleichungen hervor. 
ahnt man in der Bleihung (a) m um eine Einheit, fo findet 


x x’ dx — — ———— _ pP-ı+i x" "dx : ; (60) 


— (m+1)ab 
läßt man in derfelden Gleichung («) p in p+n übergeben, dann 
findet man: 
Ka = _ Let _ m " "rinar . (64) 
p*+ 
Eben fo giebt die Stel hun (8), wenn dafelbft m um eine Ein- 
beit erhöhet wird: 


*) Diefes Verfahren mit Hülfe der Grundgleihung (4) Integralausdrücke 
verfchiedener Form in gegenfeitige Abhängigkeit zu bringen, wird theilweifes 
Integriren genannt. 
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, u p+1-+n(m-H1) m+1 
fr dx — nn er ⸗ ſx xPdx , (62) 
und unmittelbar aus diefer Gleichung (£) findet man: 
Kr ımna m—1 
rn + ra KU ri 63 
Ferner ſindet man aus der Gleichung (): 
ar p—utt a p-nHi1 _n 
J xx die = —— — b p+mn+1 f Kara ‚(6m 
und wenn in (y) p in tn umgefeßt wird, findet man endlich : 
pt1 b A+Hn(m-H1 
[Kra = — a (Kerr. (6) 


Don diefen ſechs Reductionsgleichungen benüßt man, je nach Um⸗ 
ftänden, eine oder mehrere, um unbelannte oder complicirte SIntes 
gralausdrüce auf bekannte oder einfachere zurüdzuführen. 


57. Aus den eben aufgeftellten Reductionggleichungen wollen wir 
einige befondere Fälle angeben, die in der Folge zur Anwendung 
kommen werden. 

I. Läßt man in der Gleichung (62) m in —m übergehen, ſetzt 
n=2 und p=o voraus, fo hat man folgende Recurfionsgleichung: 

dx 4 1 x 4 2m—3 dx 
fr — a 2m—2 (a-bx2)”-1 1 2m—2 (arbxsj"-t 

Wird hier x in c+x umgefeßt, und macht man: 

a+b? =o, 2»2=Pß, b=y, 
‚fo erhält man folgende Recurfionsgleichung: 


f — — 1 +2yx 
(wrBzr gu mil) (re 
2m- —;3 » uy dx 





—— i— — . 66) 
2n—2 40y—p? (a+-Ax-Hyx2)"1 


Serner giebt die Gleichung (7) Nr. 39: 


1. 1 
Nee a 
vertaufht man auch hier x in c+x und führt, wie vorhin, die 
Größen &, ß, y, ein; fo erhält man mit Berüdfichtigung der Glei⸗ 
chung (66) die Recurfionsgleichung: 


Raabe, Diff. u. Int. Rechnung. 5 


t 
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—_ 1 2a+-ßx 
Sr (m—1X40y—p9) ee 


20 — 
Se 9 

Wird nun m als ganze pofitive Zahl gedacht, fo kann man, mit 
Hülfe der eben aufgeftellten Recurfionsgleichungen (66) und (67), 
die Integralausdrüde links der Gleichheitszeichen von dem in der 
Nr. 44 beftimmten Integralausdrude: 





dx 
nz, ' 
abhängig machen. Wenn ferner m eine gebrochene pofitive Zahl 
mit dem Penner 2 ift, dann hängen die Integralausdrüde linker 


Hand der Bleichheitszeichen derfelben Gleichungen von dem, gleich- 
falls, Pr. 44 beftimmten Integralausdrude: 


x 
J 
ab. 
II. Setzt man in die Gleichung (64) 
n=2, nd m=—}, 

fo hat man, je nachdem p von der Form 2m oder 2m+1 ift, wo 
m ald ganze pofitive Zahl gedacht wird, die erfte oder zweite der 
folgenden Gleichungen: 


x g2ndx _ zul ya+bı? anmı zea-idı 
Ya+hx? 2mb —b Varbz? / (68) 


zmtlgz x" yarhı? a m x7u-1dr 
(69) 


Varbı (Gmb —b amd) Var ' 
Läßt man bier m nach und nach in m—4, m—2, m—3, ... 
übergehen, fo führt zulegt die erfte diefer zwei Gleichungen auf dag 


Sntegrale: 
f dx 
YVa-+-bx? 


weiches wir Nr. 43 beflimmt haben, und die zweite diefer Glei- 
chungen führt auf dad Integrale: 
xdx 
Varbz 
welches als fpecieller Fall der abgeleiteten Grundgleichung (7) bes 
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flimmt werden kann. Wird endlich in den Gleichungen (68) und 
(69) x in - umgefeßt und dann a mit b vertaufcht, und wird über- 


dieß noch in der zweiten diefer Sleichungen m in m—4 umgefebt; 
fo erhält man folgende zwei Recurſionsgleichungen: 











dx YVa-+bx? b 2m—1 dx 
(5 — *— 2. — —, (m 
xti yarbx? 2max’” a 2m zm-iya+bx? 
dx Ya-+-hx? b ef dx 
— — — u TE — —— EEE ng — — —— — ————⏑— (71) 
f x®ya-+bx? Om—t)Jax-i a2m—1 x" yarbx? 


Diefe zwei Gleihungen hätten wir auch direct aus der Redueti 
ondgleichung (65) erhalten können, wenn wir bafelbft m=—;, 
n—2 gefept und für die erfte Gleichung p von der Form —(2m+4), 
für die zweite p von der Form —2m angenommen bätten. 

58: Wir wollen und nun an die Ableitung noch einiger Recur- 
fionsgleichungen machen, die mit Erfolg in der Sntegralrechnung 
gebraucht werden. 


Es if: 
d. "I ya+-ßx+yx2 = . 
— (m—1)a x"-3dx .. Zu—1 „"-1dx x"dx 


— ———— "#7 —) ————— + Dj „—_————— ; 
Va+ßx+;,x? 2 P Va+ßx-+yx? Voarßx+yx? 


wird nun folgende Gleichung: 


x"dx 
Ka (ss om 


feftgefeßt, fo hat man, wenn in obiger Gleichung jedes Glied mit. 
dem SIntegralzeichen verfehen und der zweite Theil der Gleichung 
in umgefehrter Drdnung aufgeftellt wird, die Gleichung: 

- myX,, „az EBK, +(m-DoX,_, = Pi Yardxryxt . (73) 

Sekt man bier m-=4, fo hat man: 
X, + 4+ß X= Varßxtyx?, 

woraus die Abhängigkeit des Integralausdrudes X, von dem Werthe 
des Integrald X, erhellet. Wenn demnah m eine ganze pofitive 
Zahl ift, fo giebt die Gleichung (73), auf dem Wege der Recurfion, 
den Werth von X,,, wenn der von X, bekannt ift. 
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Nun if: 








X, — f dx 
Vo Px-+-yx? ’ 
welches Integrale Nr. 44 volftändig beftimmt worden ift; daher 
fann auh X, der Gleichung (72) ald beftimmt oder beftimmbar 
angefehen werden. 


69. Setzen wir ferner folgende Gleichung feſt: 


dx 
el FE > 
fo findet man eine Recurfionsgleichung zur Beſtimmung bon Kar 
wenn man in Gleichung (73) m in —m und X_. in X. umſetzt. 
Man hat aledann: 


_ Varudx+yx? 
zur ' 





2 1 
ınyXm + * BX.AA + (m+1)oXn+3 * 


oder, wenn man m in m—2 umfeßt und den Ausdruck links vom 
Bleichheitszeichen in umgelehrter Ordnung ftelt, fo hat man auch: 


/ 





—3 me 
akt RR. + my Xu, = — EHER, (75) 
x 


Sept man hier m=2, fo ift: 
Ve+ßx+yx3 
x 


woraus, wie vorhin, gefolgert wird, dag X. aus Gleichung (74) 


von ı 
= — — 
X. f xVu+-ßx+yx? 
abhängig ſei. Diefes Integrale haben wir Nr. &5 beflimmt, daher 
ift auch X, als darftelbar anzufehen. 


60. Läßt man in den Gleichungen (74) und (75) der voran⸗ 
gehenden Nr., x in a+bx übergehen und fegt man: 


a@X2 +4+ß X, — — 


oœl Ba -yaꝰ, 
f=Pßb+2yab, y b2, 
ſo hat man, wenn 


Xn = dx 


(ar ba" yorr Bien (76) 
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angenommen wird, folgende Necurfionsgleichung: 
(m—1)AX.+ — "BXu-1+( m-2)CXn-3 = - b. rieyiR? (77) 


(a-+bx)” 1 





wenn der Kürze wegen 
A = olb? — Blab + y!a?, 
B=Hhb— ya, C=yt, 
angenommen wird. 
Da die lebte Gleichung für m=2 in: 
AX,-+-1ı1BX, = —b Vetrs'xrytz? ‚ 
2 51 "ar 


übergeht, und der Werth von 


X, — || 
(a+bx)Vat+-gix+y1x2 
aus den Gleichungen (29), (30), (34), Nr. 46 erhellet, fo ift, wenn 
m eine ganze pofitive Zahl vorftellt, X. aus (76) mit Hülfe der 
Rerurfionsgleichung (77) ebenfalls als angebbar zu betrachten. 
61. Gehen wir endlich zur Ausmittelung der Integralausdrüde: 
Xn = ee 
. (a2-+2abxCos.0+b?x2)"Y a-+-Bx-+yx? j 


78 
xdx ! (78) 


Xu = er 
(a?+2abxCos.8-+b2x2)”y &-H-ßx-+yx? j 
über. 


Gebt man der Kürze wegen: 


u = a? + 2abxCos.9 + b3x? , 
vv Zar pı Hy, 
fo findet man, wenn man nach der Differenziation des Bruches * in 
den Zählern der erhaltenen Reſultate, 


x? = 25 (u — a? — 2abxCos.0) , 


23 . (hx — 2aCos.O)u + a?b(1+2C0s.20)x -+ 233Cos. 2 , 
ſetzt, folgende Gleichung: 


bad, 4 —_ Bh Cꝛ2unb — yaCos.6) — (2m—1)yhx 
we u dx 


_ Im a(abfCos.9 — Beh + yaPCos.0)+h(alb?—BabCos.6+-yaFCos.20)x 
x 


amti, 
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Werden die SIntegralzeichen auf beiden Geiten des Bleichbeits- 
zeicheng angebrahht und die Bedeutungen X, und X!, berüdfich- 
tiget, fo erhält man: ' 


bVYa-+gx+yx? 


(a2-+2ahxCos.0+bix2j= — 
= [46b—2m(®b—yaCos.6)]X__ 
— 2ma[ab?Cos.9—Sab-+ya?Cos.0]X_ +, 
- (2m—1)ybX', 
— 2mb [ab?—SabCos6+ya9Cos.20]X' 


m+1" (79) 


Behält man ferner die obigen Werthe von u und v? bei, und 
fest man in die Grundgleichung (4) Nr. 38: 
F(x) = Bu md fx) =x, 
u 


fo erhält man mit Berüdfichtigung des obigen Werthes von d. = 
ind wenn, wie oben, in den Zählern: 


x? = = (u—a?—2abxCos.0) , 


gefeßt wird, folgende zweite Recurfionggleichung: 
b?xya+px-+yx? — 
(a?-+2abxCos.4+b2x2)” 

= -(m—1)yX  _i 

+ [gb?-2ya2-2m(cb?-BabCos. 6-2ya2Sin. 9? IX, 

+ 2ma?{c«b?-BabCos.69-+-ya?Cos.20]X,, ., 

+ 3b[38b-8ayCos.9-Am(ßb-3yaCos.8)]X 1 

+ 2mab[«b?Cs.0-gabCs.20-+ya°Cs.36]X', ,.- (80) 

Durch Bereinigung diefer Gleichung mit der Recurfionsgleichung 

(78) kann man, wenn für m nady und nach die Zahlen 4, 2, 3, 
A, ... gefegt werden, die Werthe von X,, Kt, X,, X',, ıc., 
durch die Werthe von X,, X ausdrüden. Nun haben wir Nr. 
54 den Sntegralausdrud: 

X — f dx 
1 (a?+2abxCos.9+b?x2)Ya+-gx+-yx? ’ 


beftimmen gelehrt; ferner kann man das Integrale: 
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— a 
(a?2-+2abxCos. 9-+b2x2)Va+Bx+yx3 ’ 


durch die Annahme x = = von dem folgenden: 


x: — — dy 
ı (b2-+-2abyCos.0-+a?y?) Yy+py+ay? ’ 
abhängig machen, welches auf gleichem Wege wie das vorhergehende 
zu beftimmen ift; daher find auch die durch X, und X! dargeftellten 
SIntegralien jedesmal ald angebbar anzufeben. 


5. V. 


Integrationsmethode des Zurückführens auf dem Wege 
des Zerlegens. 


62. Gelingt es einen verwickelten Differenzialausdruck g(x)dx in 
eine algebraiſche Summe integrirbarer Differenzialausdrücke, deren 
Anzahl endlich iſt, zu zerfällen; ſo nennt man dieſe Art zur Kennt» 
niß der Integralfunction zu gelangen, das Integriren durchs 
Zurückführen auf dem Wege des Zerlegens. Wir wollen 
dieſe Methode auf zwei Fälle von bedeutender Allgemeinheit anwenden. 

63. Man habe: 

u — f o(x)dx , 
wo „(x) im erften diefer zwei Fälle eine algebraifche rationale Func- 
tion von x vorftellen fol. 

Zerfällt man die gebrochene Function (x), falle der höchfte Ex⸗ 
ponent von x im Nenner gleich oder Fleiner als der höchſte Erponent 
von x im Zähler ift, durch einfache Divifion in eine ganze rationale 


Sunction von x der Form: 


—_2 


AHA HATT . .. HA - As, 


und in eine echtgebrochene Function von x der Form: 


n n—1 n—2 
a,* + A. X > a. _,gX +... -+ aıX + a0 
* 
x? +b, xt +b, Tr... +bx + b 


fo werden m, no, p ganze nofitive Zahlen, Null mit begriffen, vor» 
ſtellen, und Av, A,, A,;, W An, au, A, Aa, .. 0A bo, 


m 
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bi, bs, - » . b, werden willftührliche, jedoch von x unabhängige 
Größen bedeuten. Zerlegt man nun den Nenner diefes Bruches 
in reelle Factoren des erften oder zweiten Grades, fo kann man ftatt 
des lebten Bruches eine endlihe Summe echtgebrochener Functi⸗ 
onen von x ſetzen, deren Nenner die eben erwähnten reellen Fac— 
toren des erften oder zweiten Grades fein werden. Ein Theil diefer 
Brüche wird von der Form: 
| 4 
(at + bix)* 

und ein anderer Zheil von der Form: 


atrpx 
(a2+-2abxCos.9-+b?x3)" j 

fein, wo k und b ganze pofitive Zahlen und at, bi, a, ß, a, 
b, ©, beliebige, von x unabhängige Größen: vorftellen werden. 

Da die Summe diefer mit dx multiplieirten und nach x integrirten 
Beftandtheile von @(x) die verlangte Integralfunction darftellt, fo 
reducirt fi) die Werthbeſtimmung des vorgelegten SIntegrals auf 
die Ausmittelung dreier Se wie die folgenden: 


‚= re 


Das unter 1) aufgeführte Integrale if in der Fundamentalglei- 
hung (I) enthalten. Der Integralausdrudf 2) ift für k>1 ein 
befonderer Fall der abgeleiteten Grundgleichung (7), und für k=A 
ift deffen Werth in der Gleichung (13) Nr. 42 enthalten. 

Der Integralausdrud 3) kann, wenn h>4 ift, mit Zuziehung 
der Reeurfionsgleichungen (66), (67) Nr. 57 von dem Falle hi 
abhängig gemacht werden; und für diefen Fall endlich ift dad Sn 
tegrale in den Pen. 44 und 541 behandelt und beftimmt worden. 

64. Bevor wir den zweiten allgemeinen Fall des Integrirens 
durchs Zerlegen aufführen, wollen wir, ald Anwendung des in der 
vorhergehenden Nr. befprochenen Falles, das Integrale: 


f x”"dx , 
1 *x 
zu beſtimmen ſuchen. 


Wie in der vorhergehenden Ir. erwähnt wurde, werden wir m und 
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n al8 ganze pofitive Zahlen und der Einfachheit wegen m <n vor⸗ 
ausfegen. Hier ift nicht der Ort das Berfahren des Zerlegeng 
einer echtgebrochenen, rationalen Function in ihre Beftandtheile 
oder in Partialbrüche auseinanderzufegen; allein um zu zeigen 
wie vortheilhaft, auch bier, die Differenzialvechnung fidy bewährt, 
werden wir ung etwas ausführlicher mit der Zerlegung des 
Bruches: 


x” 


+ x” 
in Theilbrüche (nach der vorigen Pr.) befaffen. 
Um die Ueberficht zu erleichtern, legen wir ung zuerft den Bruch: ' 





gg” 
’ 





4 + x? 
vor, wo m< 2p ift. | 
Das Binomium 4+x hat, wie bekannt, feine reellen Factoren 
des erfien Grades, und wie aus der Lehre der binomifchen Gleis 
ungen vorausgefeßt werden darf, bilden folgende Zrinomien die 
reellen Factoren des zweiten Grades desfelben: 


4-+2xCos. 25 +22, 


4-+2xCos. In. 2 , 
2p 


4-+2xCos. Sm +27, 
2p 


1+22C00,. PM + 
wo x die befannte Verbältnißzahl des Kreisumfanges zum Durch⸗ 
meffer desfelben vorftellt. 
Wird nun, 
Typ 
angenommen, fo fann man, wenn 4, bi, a, bi, . .. Ayn-ı, 
b;,._, unbelannte, von x independente Größen vorſtellen, folgende 


Gleichung feſtſetzen: 


74 Integralrechnung. II 64. 


x" — a+b 1X 
a;+h;x 
14+2xCo0s.30+x? 


Aon—1 +b,,_ı2 


+ — {I IT, 
1+2xCos.(2p—1)a+x? 


(a) 


Wir wollen nun zeigen, wie die Größen 4, bi, a5, bs, - » - - 
a»—1, bp, zu beftimmen feien, damit diefe Gleichung identifch im 
Bezug auf x werde. 

Werden die einzelnen Brüche vechts vom Gleichheitszeihen, in 
der Drdnung wie fie aufgeftellt find, durch: 


uU, %, U, .. un—-1 


dargeftellt, fo hat man, mern beiderfeits mit I+x?r multiplicirt 

wird, folgende Gleichung: 

=" ult+ N rutHR ruli+ N r +u, ‚Utz. &)) 
Sept man in diefer nach x identifchen Gleichung irgend eine der 

Wurzeln der Gleichung: 

To, (>) 
ftatt x, fo werden rechts vom @leichheitszeichen alle Glieder, mit 
Ausnahme eines einzigen, das in 5 übergeht, verfchwinden. 

In der That, ſtellt k irgend eine der Zahlen: 
1,2,3,%, -:- P; 


vor, und wird in die Gleichung (2) eine der Wurzeln der Glei- 
hung des zweiten Grades: 

- x2+2xCos.(2k-1)a+1 =o, (ö) 
die auch Wurzel der Gleichung (y) ift, ftatt x gefekt, fo verfchwin- 
den, des fo eben erwähnten Umftandes wegen, fämmtliche Glieder 
recht vom Gleichheitszeichen in (8), dag Glied ux_ı (I+x?r) aus- 
genommen, dad, vermöge der Gleichung: 

u _ a. tb, 1X 
2k-1 7 7 49x005.(2k- arzt 


in 3 übergebet. 








Integralrehnung. II 64. 75 


Stellen wir nun diefes in 9 übergebende Glied, durch v,_, dar, 
fo bat man: 
4+x”T 


u er 9 


Wenn daher w eine den Gleiyungen (z) und (3) gemeinfchaftlich 
zulommende Wurzel vorftelt, und ſetzt man: 


4+x?T 


Im) = i+2xCos.(2k—1)a@+x? 
fo hat man g(w) = 8. Mllein verfährt man hier nah Nr. 29, 


fo bat man: 
2pw’r-1 , 
2Cos.(2k-1)&@+2w 


Serner haben diefelben Sleichungen (>) und (8) außer der Wurzel w 


o(w) = 


aud) den reciprofen Werth zu w oder — als gemeinfchaftliche Wurzel; 
daher ift auch: | 


2p 
4 wri 
o& — —— —— — — — , 
w 2Cos.(2k—4)a+ 


Die Gleichung (ce) geht fomit, für =w, über in: 


— 7 


— G.vb — —— 
Ya = a tr wbn 2) 2 w-+-Cos.(2k—1)e j 


und für x = in: 


1 2 
IN = (u-1+-bx-1) m — . 
wer —+Cos.(2k—1)e) 
w 


Gebt man demnad) in die Gleihung (6) zw und x=- 


und berückfichtiget diefe Ergebniffe, fo erhält man folgende zwei 
Gleichungen: 


ni 

m (a. 9 twb, ,)2Pp,__ WI 

“ Con ihn ' 
2p 1. 


1 
— ante) IT 
wr=1(—+-Cos.(2k-4)e) ’ 


il» 


welche die Größen a, bx-ı durch » und _ darſte den werden. 
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Nun folgt aus der Gleichung (8): 
w= — [Cos.(2k-1)e —y-1Sin.(2k-INe} , 


I =— [Cos.@k-1)a +yV-1Sin.2kN)e} ; 
w 


wenn man daher diefe Werthe von w und - berädfichtiget und über- 
dieß bedenkt, daß man vermöge der Gleichung (y), 


4 
2p — — GEBE 
wee — — 1 und a» = A, 


bat; dann findet man aus den obigen zwei Sleichungen: 


2 


an. = (-1” 25 Cos.m(2k—1)e , 
b„_, = (-1)”" 7 Cos.(n+1)(2k—1)a . 


Wird hier der Reihe nah k=4, 2, 3, » .. P gefekt, fo er: 
bält man in gleicher Ordnung die Werthe von a4, bi; a, b;; . . 
a1, bp-ı. Es geht fomit die Gleichung (x), wenn der oben 
für «& feftgefegte Werth wieder eingeführt wird, in folgende über: 


k= — A — 
L Cos.(2k — m+1)2 


>” _ 23(—1)” — — pP 
5 an 
4+x pP 3 1+2xCos.(2k-1), +2? 


wo das Summenzeichen auf alle ganzen Bahlenwerthe von k=4 
bis k=p ſich erfiredt. 
Statt der letzten Gleichung kann man aud) folgende feßen: 


k= _ E_ _ A 
m 2 >» Cos.(2k m, xCos.(2k 1)(m+1),- 





x Zn 
4+-x’P 2p 
kl 





ı ’ (82) 
4—2xCos.(2k-1),, +x? 


die aus der vorhergehenden durch das Umſetzen von x in —x 
hervorgeht. 

Ganz auf gleichen Wege gelangt man zur Kenntniß der, dem 
Bruce: 


x" 


— — * 


zugehörenden Partialbrüche, wo m < 2p+1 ift. 
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Da das Binomium I+x’r} den einzigen veellen Factor des er- 
fien Grades: 


1 Xx, 


und folgende reelle trinomiſche Factoren des zweiten Grades: 


4—2xCos.-— I + 


Im 
4—2x Cos. — pr o 
c Sn i 
4—2xUos. 5 7 +x 
(?p—1)r 
2p-+1 
enthält; fo wird man wie vorhin: 


4—2xCos. 











x — A + a, -+-bıx 
pH 44x 
i+x 4—2xCos 3 +x? 
+ a; + b;x 
4—2xCos +x? 





fegen dürfen und auf demfelben Wege, wie vorhin, folgende Glei- 
ungen finden: 











_ 1” 
— 2p+1 ’ 
2p 
w" = (a, ,+wb,_.) 2p+1 w 
? w—Cos’ kA’ 

2pH41" 

4 4 2p-+1 4 

__ h 

"2p+1 


14 
wo w und — die Wurzeln der Gleichung: 


—i 


2k 
x2 — 2xCos. 2 
8 pr == 0), 
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find. Man findet alſo in diefem Falle: 
0.2 m(2k—1) 
See de rw 
_ 2 (m-+1)(2k—1) 
Ba — 2p-+1 Cos. pr ‚ 
und es ift: 
"0 AN", 4 
4-+-z.pt1 ti 1+x 
._2 1 Cos.(2k-1m , 5 Cos. (2k-1)(m-+1) —— 57 
2p+1 il — e —— ⸗* (83) 
k=1 4—2xCos. (2k—#) „_ + 


Seht man hier x in —x um, fo bat man u: 








——— 1 
xt — 1—-x 
.. X-0” N Cos. (2k-1)m > +1 -+-xCos.(2k- Tr — 
2p+1 Pl 
ki 4+2xCos.(2k—1) —— +x? 
2p+1 


Werden endlich die reellen Gartoren von 1 — x?r berüdfichtiget, 
fo erhält man auf gleiche Weife, unter der Annahme m < 2p, 
folgende Gleichung: 


—* = (> *22) 
1—xr 2p\i—x 4-+x 





2 Cos.2km Z_ x Cos.2k(m-+1) J 
on 2p 2p 
2p ö— — —— , (85) 
k=1 4—2xC0s.2k 25 +x? 


oder, wenn —x ftatt x gefeßt wird, 


x" 256 nr) 





1—x3r 2p \1—x I+x 
PR „»X Cos.2km 35 + xCos.2k(in-+1) 5 
m TI (86) 
2p 2 4-+2xCos.2k 7 +x? 


65. Nunmehr find wir in der Lage zur Integration ded im 
Anfange der vorhergehenden Nr. aufgeftellten Sntegralausdrudes 
zu ſchreiten. Multiplicirt man die daſelbſt gefundenen Gleichungen 
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mit dx und verfucht nach x zu integriren, fo bat man ed mit der 
Befimmung folgender drei Integralausdrüde zu thun. 


dx dx 
fi +x’ “ — 
os. m + xCos. (m+1 dx 

1+2:CosA+x 








wo % eine von x unabhängige Conftante tft. 
Nun giebt die Sleichung (13) Nr. 42: 


f de _ log.(1-+x) , f =_ = — log.(di—x) , 








i+-x 1 


und die in den Nrn. 44 und 51 aufgeftefften Gleichungen geben: 


Cos.nıA-+-xCos.(m+4i) ,_ __ 

— — dx = +34Cos.(m+1)1.log.(142xCosI-+x?) 

xt Cos.ı 
Sind 


Somit geben die Sleichungen (31) — (86) der vorigen Nr. fol- 
gende Integralgleichungen: 


x”dx _ 
at 


k=p ⸗ 
— c Cos. (mrA1K2KkA)M [09.(41+2xCos. (2k-Ayır +x°) 
2 2p 2p . 


k= 


+ Sin.(m-+4)A.arc.tang. 


* x-+Cos (2k-1)r 
= | . (m-+1)(2k-1)r 2p 
+ ur Sin. 2, are.tang. — Ge 5 C. (87) 


xdz _ 
4+x°? 


kur 
„1 > Cos. MHNCKt m (4-2xCos. -+X2) 








2p 2p 
ki 
< fm (2k-1r 
I sin AND an np 
=i- 2p g- — tr +C (88) 
" Sin En — 
kz=1 . 
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f x"dx __ 
44x11 








4 (m-+1)(2k-1)r — n 
5 Cos. — log.(1-2xCos. re +-x?) 
k=1 
k= x-Cos. 22a 
2 . (m-H41)(2k-I)n arc.tan 2p-+1 h 
+4 eæwtet TAC., (89 
in. 
k= 2p+1 


| "dx __ 





1 7 !og.4—x) 
= 
„un 'c (m-+1)(2k-I)ı , (2k-1)ır 
+ 2041. Cos. gr or 7 g.(1+2xCos. > Spt — +12) 
k=1 
ie 
* x-+Cos. 
2(-4)” . (m+1)(2k-1)n __ 2p+ 
+ — > Sin. — — arc.tang. — — +C. (90) 
kei 2p+1 


x" de _ 
1a 


=; n [-108 A-RH—1)"log.i+r)] 


k=p—1 
1 2k(m-+4)r 2krr 2 
- 5 >= Cos. 2p log.(1—2xCos. 2p +x?) 


ki 
k=p— Co. 
2 S 2k(m+4)r x—Cos. 2p 
+ * ın. ET arc.tang. nz +GC. ’ (91) 
k=1 , ın. 





[Z= _ 
1—x’? 
= = [—1log.(1=x)-+(—1)"log.(1+*x)] 


BRD 2k(m-+14)r7 2kr 
ID Cos. — * log.(1+2xCos. 2B +x?) 


key—1 x-+Cos. 2kr 


2-1)” . 2k(m+-A)r 2p 
+ > Sin. — * arc.tang. — kr +C., (92) 


| in · 5 
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66. Den zweiten allgemeinen Fall, wo nach der Methode des Zer⸗ 
legend die Integration gelingt, ſtellt das Integrale: 
o(x)dx 
Varßxtya 
dar, wo (x) eine algebraifche, rationale Function von x bedeutet. 

Behandelt man die Function a(x), wie in Nr. 63 mitgetheilt 
worden ift, fo hängt die Beftimmung des vorgelegten Integrals 
von einer endlihen Summe SIntegraluusdrüden, wie die folgen: . 
den: | 

dx "dx 2) - dx , 
— —e— 
C(¶AB)dx 
f (a3+2abxCos.6-+x2)" Votpx+ya ' 
ab,wo m, k, h, ganze, pofitive Zahlen und a, ß, y, a’, b’, a, 
b, A, B, beliebige reelle Eonftanten vorftellen. 

Das Integrale 4) fann man mit Zuziehung der Recurfionsglei- 
hung (75) Nr. 58 und nach den dafelbft gemachten Mittheilungen 
behandeln. 

Das Integrale 2) haben wir Pr. 60 behandelt. 
Endlich haben wir das Integrale 3) Nr. 61 behandeln gelehrt. . 
Auch für diefen Fall werden wir in den nächft folgenden Nrn. 

einige Anwendungen mittheilen. 

67. Das Integrale, mit dem mir uns nun befchäftigen wollen, 
wird folgendes fein: 

x"dx 
ats) ytir=' 
wo m und n ganze pofitive Zahlen find und, wie vorhin, m<n 
vorausgeſetzt bleibt. 
Sn diefem ale verlangt die Deutlichkeit, daß die vier Fälle: 
=, n =bp+i1, n=pr2, n=4p-+3, 
abgefondert behandelt werden. 

Sept man in die Gleichung (84) Nr. 64, 2p flatt p und bedenkt 

die Gleichung: 
k 


Cos. p—k mir = 1)" Cos. kmiır (a) 
4p 4p 


wo mt eine beliebige ganze Zahl vorftellt, fo hat man: 


[4 
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Addirt man diefe Gleichung zur vorhergehenden in y, mulfiplicirt 
die Summe mit 5, fo erhält man, vermöge der obigen Gleichung, 
den Werth von u. Im diefem Refultate y in x durdy die Gleichung: 


i-+-x 
= 1-70 
umgefeßt, erhält man den anfänglich aufgeftellten Werth von u oder 


man erhält die Gleichung: 
dx 


(1+2x Cos.0-+x?) Yi+x? = 
J 1 (i+xX)VCoO 
— 212 5in48yYcG CARE: as. 40. Yırzı 
(d—x)YCa,B 
1 v 2Cos.48.y1-+x? N 
+ 4y2C0s.49Y ca log. 1% (1—X)Y +6. (101) 
M Cos.48 Yi+x? 
Geht bier x in = um, fo hat man auch: 
— — — 
(1+2xCos.0+2? Yırz? 
_ 1 i (A+-X)VCaB 
= 7 2/2Sin40YCaB "RnB: v23.Sin.46.Yi+x? 
1 (—xX)V Co 
ao 4 log. - vV?Cos.40 Yı+x? 
ay 2C0s.40Y CO A-xX)VCa® 
v2Cos.10 Yi+x? 
Es erzeugen daher die letzten zwei Gleichungen folgende Gleichung : 
.m® Cos. 1 
FF + xCos.(m+1)8 k 


41+2x C0s.8-+x?) Yi-+x? 


4 


* C. (102) 
1-+ 








Sin. 
= — — arco tang. — ———— 8 — 
VVẽero v?? Sin. 40 yi+x? 
Co; 2ä — F (A—X)YCa® 
. 2 lo v2Cos49Yı+x?, Cc. (0) 
2y2 VCa0 B- 1+ (1-x)YCa® 
V Cos. 10 y1-+x2 


Wenn hier —x ſtatt x geſetzt wird, bat man auch: 
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Seht man ferher in die Gleichung (86) zuerſt 2p und hierauf 
2p+1 ftatt p, fo hat man folgende zwei Sleichungen: 


m m Cos. + z$in, U 
x =4( “Er 4° "9 9 
> 1 — ————, 





























2 
Cos. + xCos. ——e— 
4 20 1)* > | ıp tp 
Ap — 4+2xCos. Zn. x? 
1 4p 
A 1 j 
9 =p-1 Cos. — x Cos. — Ir 
+ An 2kır ' (97) 
P — 4— 2x Cos. * +x? 
"0.04 4 (-1)” 
xt? Ap#2 TTF 
+ 
k=p Co . km XCos. 2k(m+1)r 
+ %(-1)” > | 4p+2 4p+2 
— 4-+-2xCos, 1p+2 +ı 
k=p Cos. 2kmz _ xCos. 2k(m+-A)rr 
2 4p-+2 4p+2 
+0 —. (95) 
2 _ 2 
— 1—2xCos. 7* +x 


Läßt man endlich in den oben aufgeftellten zwei Bleichungen (95) 
und (96) x in —x übergehen, fo hat man auch: 


x 1 4 


nm — 0 — 


y—x'prl p+1 1—x 


— — (2k-1)mır (2k-1)(m-+4)ır 


. Xx Cos. 
A X-1)” 4p-H1 4p+1 
Ap-+1 (2k-1)ir 
p 142x Cos. Gp+1l + x? 














k=1 4 p+ 
ko 08. >kmar _xCos. 2k(m-+1)#r 
2 Ap-1 Ap+1 

” Ap-H1 1 2kır 2 ‚ (99) 

1 —2x Cos. pri +x 
x" 4 1 
4—x’73 4p -}- 3 4x 
pH Cos. (2k-1)mr exCos. (2k-1)(m+4)ır 
2-1,” Ap-3 4p+3 

” 3p+3 12x Cos ——— +x? 

x1 3 * 
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= Coi. m: Cos ‚km+1)r 
2 Ape3 
u ip 3 > — — — — kr a . (100) 
| — 1-2 x Cos. 5 +xr 
Multiplieirt man die bier aufgeftellten Gleichungen mit: 
dx , 

—“ 
dann hängt die Beſtimmung des vorgelegten Sntegrals von der 
Ausmittelung der Werthe folgender Sntegralausdrüde ab: 








x dx 
f (1+x) VHAFS 1} (x) VER - 


dx 
j d4m9yLir 
f Cos.m0+xCos. (m+1)0 _ 
(14+2x Cos.0-+ x?) vHirs 


wo d8>o und < 5 und m eine beliebige ganze, pofitive Zahl ift. 

Die zwei erften diefer Integralien folgen aus den in Nr. 47 auf 
geftellten Gleichungen, das dritte Sntegrale wird eine der Gleichungen 
(at), (8)... (EU Me. 48 geben; blos der Fall: 


dx 
f (1 + x2)yı + x? j 
des dritten Integrals ift in den fo eben citirten Bleichungen nicht 
enthalten, allein ſetzt man in die abgeleitete Gleichung (8), 
n=2, n=—}, a=1,b=1, 
fo bat man: 


meer dam = ( (1i-+-x2) ok — 
wodurch auch dieſer Fall ausgemittelt erſcheint. 

Es erübriget uns ſomit nur noch die Ausmittelung des vierten 
der oben aufgeſtellten Integralien, womit wir uns in der nächſten 
Nr. beſchäftigen werden. 

68. Die Deutlichkeit verlangt ferner, daß auch die verſchiedenen, 
möglichen Zuſammenſtellungen der Zeichen unter dem Wurzelzeichen 
diefes vierten Integrals abgefondert behandelt werden. 

I) Setzt man in die Sleihungen Nr. 54: 

ı=1, b=z1, ae =1, ß=o,y=4A, 
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fo giebt die dafelbft aufgeftellte Gleichung, (q): 
M=o, 
daher geben die dortigen Gleichungen (r) und (s): 
k=iı, = — 4, 
As = 2(Sin. 102, DB? = 2(Cos.50)% . 
Wenn man demnad): 
dx 
(1-+2x Cos.9-+x?) Yi+x? ’ 
feßt, fo erbält man durch die Annahme: 
1 — I, 


x 2 — — 


1-+ y’ 
die Gleichung: 
4 (1+y)dy , 
u= 3y2 [(Sin.+0)2 + (Cos.4.0)2y2] Vi+y? 

Um diefen Werth von un zu beftimmen , geben wir zu den Bleichun- 
gen Ne. 48 zurück. 

Nach der Gleichung (at) dafelbft hat man: 

dy 


= 1 arc.tang. _ Vu 
Sin. 460 03.0 Sin.40. Yi+y ’ 
und am gleichen Orte giebt die Gleichung (8'): 
dz _ 
[(Cos.46% + (Sin.Joprjyiez 
2 To⸗. +4 


_ — 15, 60-49. yi+ıl 
= 300.50 /0u6 5 — — 


Cos.40. Yi+z? 


Wird in diefer letzten Gleihung z in : umgefeht, fo hat man 
auch: 








f ydy 
[(Sin.+0)? + (Cos.40)2y? ] Yıay 
VC«,d 
1 g. Co8: 40⸗ ty? 
= 9Cos. joy !° er 


Cos. Cos 48 Yi+y? 
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und die Gleichung (81) derfelden Nr. giebt: 


— ß—  _ vet V.0 2. 
(85-+@,22)V85—0,2? V2Cos. vr en Vz 
wenn daher in diefer Gleichung z =: geſetzt wird, dann hat man: 


(a = are.tang. VE —_ 
(+70) V-Orry70; V2.C06.0.V8: var 

Addirt man diefe Gleichung zur vorhergehenden in y, multipli- 
eirt dann die erhaltene Summe mit: 

Cos.8? und feat _ 8,+xCos.8 
V Sin.8 YSin.® nd ſet y = 7 65+2C05.8 ’ 
fo findet man, wenn die Werthe für ©, und ©; reftituiet werden, 
dx nn 
(4-+2xCos.8+x?) yi—x? 
Y1+S5in.9+xYV1—Sin.8 

18 1 ___,,, __VSin6. Vi 

4 Sind YSin.&(1+-Sin.®) yi+Siue+xY1-Sin.® 
YSin.8yi—x? 

4 Cos.8 1 arc.ta Yi-Sin.8+x Yi+Sin.® 
+2 510.8 Y5n. 01-500) up VS5in.8 yi—x? 

4 
Geht bier x in — über und berücfichtiget man die Gleichungen: 
A -+ Bv- 
log. ar = 2-1 arc.tang. = , 
arc.tang.Cy-1 = 3 log. * 
ſo ſindet man nach einigen Reductionen: 
xdx — 
(1 2xC05. 0 4x2 Yyı —x? 
yYi+Sin.8+xy1—Sin.8 





+C. (103) 


+1 


__ ie, 4 „ _Vineyie 
4 Sın.® VSin.8(1—Sin.®) Yi-+Sin.8+x Yi—-Sin.8 8 4 
Y5in.® 8yi—ı! 
1Co0s.8 1 
_4C0s.8 | Yi-Sin8+xy1+Sin®,c, (1m 


2 Sin.® ySin,8(1+5in.®) are.tg. y5n.6. Vi—x! 
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Man hat demnach: 
Cos.m8-+-xCos.(m-+1)® 
(1-+-2xC0s.8-+x2) Yi—x? 
= mt VirSn6+zV1-—5in.6 
_ Cos.(z + 2 8 lo V5in.o V — 4 
— 
yYSin.e Yi-x? 
Sin(4+ 70) Vin VS | 
+ 77/5 arc.tang. — — +C. 0 
in. Yı-ıx3 
Wird Hier x in —x umgefekt, fo hat man auch: 
Cos.m0—xCos.(m-+1)9 
(1—2xC0s.9-+x2) yi—x? 


dx = 





+1 





dx = 





%ım+1 Yi-+Sin.9—x Yi—Sin.# 
J — — — + 1 
_ Cos.(7+ 2 0) log VSin.0 Vi-2 * 
— 2 v Sin.® " Vi Sm.0. 9—xYi1—Sin 24 
YSin.8 yi—x? 
Sin(i+ 6) Yi—Sin.9—xYi-+5Sin.6 
arc.tang. — IP SZ 5,00 


u v? vSin.® ySin.8 yi—x3 
II. Vertauſcht man ferner in den Gleichungen (403) und (104) 
x in z , dann bat man: 


xdx u 
(1-+2xC08.0-+x?) y—1-+-x? J 
. Vi=Sin.8+xYy1+Sin® _4 


Cos.8 1 v5ns® V-1+x23 





4 
— — * —— — — — lo — ——— — —— 
4 Sin.8 yYSin.0(1-+-5in.6) u vVi-—-Sin.9+xY1-+Sin.® 4 
YSin.8 Y--1+x?” 
4 Cos.® Yi+Sin.0-+x vi-Sin.8 
A — ‚tg. I] 7 0 nr. 105 
— 2 Sin ‚9 YSin.6(1-Sin.®) are.tg yYS5in.8 Y-1+x29 109) 
dx 


(1-+2xC03.8+x?) y —1+ 3 
yi—Sin.8-+x yvi+3in.8 _4 
_ 4 Cos.® 4 YSin® Y—ıi-+x? 


4 Sin.® YSin.8(4—Sin.0) log. Yı—Sin.8-+xY1-+-Sin.® 


“ 
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1 Cos.8 1 1+Sin.8+x Vi-Sin.® 
+ 6 Vin en en = 406) 
daher bat man auch: 
Cos.m8-+xCos.(m-+1)® 
(1+2xCos.0+x2)Yy —i+z2 = 
+ Yi—Sin.8-+-xY1-+Sin.8 
_ Sin.(2+ 7 6) lo YSin.8 Y—1+x? -i 
= ey yV5nE 5 — 7 
VSnsy-d 
Cos.(7 + zm+i 8 14515+xV15n8 
_ 4 2 arc.tang. Y1+Sin.8+xy 1-Sin.® +cC, (z) 
7 V5n6 ”  yV5n.6 YV-ira ' 
und wenn x in —x Umgefeßt wird: 





Cos.m8®—xCos.(m-+1)® 
f ie = 


1—2xC05.9+x?)y —1+x? 


. ,a_ 2m+Hi Yi-Sin.e—xyi+Sin.® _ 1 
_ Sin.( "7 6) log. ySin.8 Y—-i+x? 
2 Y Sin.® Vı-Sin. 0-xY1+Sin.® 9 A 


— — — — — 


YSin.8 V—1i+x? 


ka Y1-+Sin.8—xy1—Sin.® c 
TV ya 

69. Es giebt alfo die in Nr. (67) aufgeftellte Gleichung (93), mit 
den Gleichungen (a) und (6) der vorhergehenden Nr. vereint, wenn 
der Kürze wegen: 





2Zm+1 


— —y — U U 1 ‘ 


gefegt wird, die Gleichung: 


x”dx 
Ss U+x')yi+z? — 
kp 1— 4—2)VCos. 
 H” Cos.m’&% VCos 40x YV1-+x? 





= ——— log. — 
4y— * VCos. Gx os 1 + (4-x) VCos.G 
J vV2Cos40«V1+x2 
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(1 (ds x)YCos.&_ &% 
kp 
iss Cos.m'&r j0,, 20084 Yirz? 
- 7 VCos.& & os (A+x)VCos 
i + — — — — 
v2Cos.4%xY1i-+x? 
(4 Sın.m’&k arc.tane. (1 x) VCos. 
JJJ VTos.Gx VſssSin.40. Y1-+x? 
NEE 
.— | Sın.m’®& arc.tang. (1 —x)YVCos.&% - +C. (107) 
p YCos.& v?Sin.40xY1-+x2 


wo der Kürze wegen: 





gefet worden ift. 
Eben fo giebt die Gleidyung (95) mit Buziehung derfelben lei» 
dungen (a) und (8) und der Gleichung (30) Nr, 46: 


f x”dx — 
4— 
EN” log. 1—x-y3yi+x? 


u (Ap+1)y2 i+x 
_ d—x)YCos.@ 
+ Cos.m'&r ug, — V?C0s 4a Yir= 
(ap+1)y?2 8 VCos. O 14 (1— x) YCos.& 


y 2Cos.39 Vi+x? 
(1 -+x)YVCos.9% 








4— ____/7 007000 
Cos.m’@'x log v 2C0s.40',V1i+x? 
— at VC0s.0% 4 +x)YCos.6', 
vV2Cos.40', y1+x? 
. v%-)” Sin.m Sin.m’@x arc.tang. (1 -+-x)YCos.&% 
ap+i Veos.®n &k v 2Sin.409,Vi1-+x? 
kp 
_wv2 Sin. m’8% arc.tang. —— — + C. (108) 
4p+1 . VCos.8% v2Sin40%«y1+x2 
wo der Kürze wegen: 
2k 2k—1 


FWMAa und 9, pn" 
gefeßt worden ift. 
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Ferner giebt die Gleichung (94): 


f x"dx _ 
( 14x )y 1-*x? — 


_ f Sin. > —ıCos. > 
= on Yo — 








ka | ı — _4—x)VCos.6, 
. (-1)” Cos.m’&% log, v2Cos 4 Yyi+12 
(ap+2)y2 < VCos.& 1+ (1— x)YCos.6. 
vV23Cos 4x Yi+x3 
— ———— 
_ N Cos.m’& lo VCo. V 
— 8 ————— 
— vV2Cos 44 Y1+x? 
km 
(-1)” Sin.m’& (1+x)YCos.& . 
Vin Eine Var 
1 z Sin.m‘ Cor 
in.m’&% 41— x)YCos. 
0 — + dm 
wo der Kürze wegen: 
tet, 
 Ap+2 


geſetzt worden iſt. 
Die Gleichung (96) giebt: 


x”dx _ 
f a a Zr 
- ng ty 
(Ap-+3)y/2 i+x 
1. (1—x)YCos.dx 
(-1)" Cos.m’&r vV2Cos 4: yi+x3 
u 2 1 ® ö —— 
(dp+3)y 3 YCos.9 os + (1 — x)VYCos.0 
v2Cos 48:Y1+x3 
r _ _Ai-+ x)YCos.9% 
_ 1 Cos.m’8% lo v2C0os40.y1+x? 
(Gp+3)y2 YCos.6% & (1 +x)VYCos.0% 
ko=d + ⸗— 
v 2C0s.40% Yi+x? 


+ 
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„va T Sim gan AHV 
ap Vo. 6 vV2Sin 4x yYi+x? 


1 
— I Sin me k arc ‚tang, (1 — x)y Cos.8% > C. (140) 
VCos.8% v?.Sin.40%.V41+x9 


wo abkürzend ‚ 


0, = Ap+3 A und ee, = Dar 
angenommen warb. 
Endlich geben die Bleihungen (97) und (98) Nr. 67 folgende 
zwei Gleichungen: 


S (1 — xP)yi+x? = 


._ mn mr « 
__ (9 7 —ıCo. 
.2p Yi-+x2 


4 —— 
—AA _gym 1—-x—Y?yırz? 
+ mA } log 13 + (-1)" log. iu: 


4 4 _ A— x)V os. 
. 1” S " Cos.m’&x vV2Cos + Yi+x? 








& YCos. &; os 14 (1 — x)Y Cos.& 
vV2Cos4HY1i+x? 
pi _ (1 + x)yY Cos. & 
2— Cos. Cos.m'@x | Vcos. 40 Yi+2x? 
apy/2 Vo. 4 +-x)VCos.& 
vV2Cos.49xY1i+x3 
kop—1 
(-1)” Sin.m’®&x arc.tan (1 -+x)YCos.&k 
+ 57 Cos.&r "BE: /2Sin.46, Virz 
_1 
Sin. Sin.m’&% _4—x)YCos & Cos & 
EL VE ine AN) 
wo man 
_ % 
8, = ip N, 
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Die Gleichung (83) aus Nr. (65) giebt endlih, wenn man: 
et = 2k-1 N, 
2p +1 
feßt, die Gleichung: 


f x”dx _ 
Juri ty 


N" 1 /I 
— 2p+1 i+x 


yi-+-Sin.8°,-xy1-Siın.8°, 4 
. Ya Cos.(m’@'', +-#) log. YSin.0'% . V1i—x? 
2(2p+1) —— Y1i+5in.87, -xyi-Sin.8°% 
ySin.0°, . Vi—x? 
Y2 - Sin.(m’8’%, +-%) 1g 71 1-Sin.8°', -xy 1+Sın.8°, 
2p+1 ın.8°% YSin.0', yi—x! 
kae 
Wird hier x in —x umgeſeht, ſo erſcheint auch der Werth des 
Integralausdruckes: 


CC115) 


f — yı-ı3 ’ 
gegeben; wodurch das zu Anfang diefer Nr. vorgelegte Integrale, 
wenn n > m bleibt, für alle Fälle in denen n und m ganze, pofl- 
tive Zahlenwerthe vorftellen, gegeben erfcheint. 


74. Um endlidy den Integralausdruck: 


— ——— 
f (dtz")y—i+z3 ’ 

zu beftimmen, legen wir die Gleichung (£) Nr. (68) zu Grunde. 
Mittelft derfelben findet man, wenn die in der vorangehenden Nr. 
gemachte Bemerkung, die Größe n betreffend, auch hier beachtet 
wird, und wenn die dafelbft für die Größen 9, 9, 9%, 
feftgefeßten Werthe beibehalten werden, folgende drei Gleichungen: 

x”dx _ 

Arm) y—Ar 
Vı—-Sin.& —xy1*Sin.& 

_ 4 Sin.(m’9, +2) log. yYSin.®&, y—-1+x? 
2pV2 Y3Sin.& yı—-Sin.ı —xyi+Sin. 

7 ySiud V—i+x! 4 


—_ 41 


#» 
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ı X Cos.(m’@x +#) +Dar e.tg. Yi+Sin.8—xyi—Sin.® 


pV2 nr &%k y5in.6 .Y-1: x +06. (116) 





j dar) yirr 


-AlvS-er VE) 


VYA—Sin.8% —xy 1+Sin.0% 
kp ee Me 
4 Sin. (m’®'% Sin, MH, yYSin.#% . YV-1+x? 
2pV2 yYSin.8% yYi—Sin.#% —xy1+Sin.0'% +4 
k=1 m — — 


YSin.8% .Y-1+x2 


k — — —— 
Cos. (mOx) Yı+Sin.8% -xy1-Sin.9% 
> een 7 arc.tg. Eon Var 3, — +C. (117) 


en x"dx 
(1 ty — 


_ My 
— 2p-H1 x+1 
2 — ——— 
_YV2_ Cos.(m’®' GA 37 Po vVSin.0% .. YV-1+z2 
"RD Vinen 


YSin.0'%.y-1i+x2 


k= 
v2 Sin.(m’O'+F), ne yi-+-Sin.9°'% -xy1-Sın.0°% 


+ — - — 
2p+1 y Sın.8°°% Y Sin. YV-1-+x? 
k=1 


Durch das Umſetzen von x in —x, in diefer letzten Gleichung, 
ergiebt fi) auch der Werth des Integralausdrucdes: 


tg -+C.(118) 


S Arzt) y-1Hr 
Somit haben wir das anfangs Nr. 67 vorgelegte Integrale für 
alle möglichen Beichencombinationen der in den Nennern vorkom⸗ 
menden Binomien gelöst und fügen, zue Vermeidung möglicher 
Serungen, die fehon gemachte Bemerkung nochmals bei, daß die 
gebrochene rationale Function: 





ıt x’ 
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in der die ganze Zahl n einen der Wertbe: 

Ap, 4p+1, Ap+2, Ap+3, 2p, 2p+4, 
vorftellt, zu den fogenannten echtgebrochenen Functionen gebörend 
in allen vorangefchichten Gleichungen vorausgefeßt worden fei. 


72. Die verfcyiedenen bisher entwidelten Integrationsmethoden 
benußten wir bis jegt ausfchließlich zur Herſtellung der Integral 
functionen foldyer Differenzialformeln oder Differenzialfunctionen, 
die wir in der Einleitung Nr. 2 zu den algebraifchen gezählt haben. 
Fortan werden wir uns ſowohl der bereits mitgetbeilten, als der 
noch im folgenden Paragraphe zu erörternden Integrationsmethoden 
abmwechfelnd bedienen, um theils algebraifche und theild erponentiell 
(Einleitung Nr. 9) Differenzialfunctionen zu integriren. “ 


$. VI. 


Integriren nah der Ableitungsmetbode mittelft Diffe: 
venziation und Integration nad einer allgemeinen, 
von den Variablen unabhängigen Größe. 


73. Im $. II Ne. 41 baflrten wir die Ableitungsmethode auf 
die Eigenfchaft der Identität, die zwifchen dem Integralausdrudt 
und der SImntegralfunction Statt findet. Dad gleiche Prinzip der 
Sdentität legen wir audy in dem Folgenden zu Grunde, und gehen 
nur von der Vorausſetzung aus, daß in der zu integrirenden Dit 
ferenzialformel eine von der Bariablen x, nad) der die Integration 
vollzogen werden foll, unabhängige, übrigens völlig allgemeine 
Größe noch vorkömmt. Gtellt nämlich a(x,a) irgend eine Function 
von x und a dar, und wird a als diefe von x unabhängige, allge 
meine Größe betrachtet, fo wird auch der Sntegralausdrud: 

f $(x,a)dx, 
eine $unction von x und a fein müffen. 

Wenn daher, diefes vorausgefeht, dieſe Sntegralfunction durch 
F(x,a) dargefielt wird, fo daß man die Bleichung: 


[yx,0dx = Fiz,a), (A) 
annimmt, dann befteht auch die Gleichungs 
d. u) — 


Y(x,a). (B) 


— — — — 
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TI. $indet nun die Gleichung (A) für irgend eine endliche Folge 
von Werthen der allgemeinen, von x unabhängigen Größe a Statt, 
dann befteht im ganzen Bereiche diefer Werthenfolge auch noch die 
Gleichung: 

S Yx ,a+w)dx = F(xz,a-+o), 
wo » eine unendlich Hein werdende Größe bedeutet. 

Durch Verbindung diefer Gleichung mit der Gleichung (A) und 
mit Zuziehung der in der Differenzialrechnung Nr. 16 u. f. f. ge 
wonnenen Refultaten erhält man folgende Gleichung: 


d. (g(z,a)dx . d. F(x,a) 
=: 


da (C) 

Diefes Refultat fegt voraus, daß der Integralausdrud ſo(x, a)dx 

oder deffen Werth F(x,a) eine in Bezug auf a continuirliche Func⸗ 

tion vorftellt. Iſt noch überdieß auch „(x,a) eine continuirliche Fune⸗ 
tion der allgemeinen Größe a, fo bat man audy: 


d. g(x,a) 
ga ,ar0) = ga, + a, 


und da man unter der getroffenen Annahme, 
d. F(x,a) 
da 


F(x,a+o) = F(x,a) + w ‚ 


feßen darf; fo giebt die Gleichung (A), wenn dafelbfi a ina + o 

umgefeßt wird, nach Weglaffung des gemeinfchaftlichen Factors o, 
folgende Gleichung: 

dı q(x,a) d. F(x,a) 

| kur u er u (D) 


Vergleicht man diefe Sleihung mit der Gleichung (C), fo bat 
man auch: 
d. | a(z,a)dx .. (rd. g(x,a) 
la = ur dx, (BE) 


welche Gleichung, mit der Gleichung (D) vereint, das Verfahren 
angiebt, aus einer Gleichung wie (A), durch Differenziation derfelben 
nach der von x unabhängigen allgemeinen Größe a, die Werthe 
neuer Integralausdrücke abzuleiten. 

II. Eben fo wollen wir nun darthun, wie in vielen Fällen: duch 
eine Integration nad) der allgemeinen Größe a, die Werthe neuer 
Integralausdrücke abzuleiten feien. 

Multiplicirt man die Gleichung (B) mit da und zeigt zu beiden 
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Seiten des Gleichheitszeichens die Integration nad a an, fo erhält 
man zundächft: Ir - 
Sara = S px ,a)da , 


oder vermöge der Gleichung (E), da x unabhängig von a iſt, die 
folgende Gleichung: 


— = fg, a)da . 


Da So(x,a)da eine Funion bon x und a ift, fo wird man, wenn 
diefe legte Gleichung mit dx multiplicirt und nach x integrirt wird, 
vermöge der allgemeinen Gleichung: 


dP 
fa «=r, 


auch folgende Bleichung haben: 

[F&,a)da = f[fop(x,a)daldx ; 
allein wenn man die Bleichung (A) mit da multipliciet und nach a 
integrirt, bat man auch: 

ISOG, a) dx]da = ([F(z,a) da, | (F) 
daher ergiebt fich, wenn dieſe Gleichung mit der vorhergehenden 
verglichen wird, auch folgende Gleichung: 

S [forz, a) dx]da = ISGC(G, a) da]dx . (G) 

Diefe fo eben aufgeftellten zwei Gleichungen enthalten die nötbi- 
gen Borfchriften, wie durch eine Integration nach einer von x un- 
abhängigen allgemeinen Größe a, zu den Werthen neuer Integral- 
ausdrücke zu gelangen fei. 

In der Anwendung der in diefer Nr. aufgeftellten Gleichungen 
befteht das Eigenthümlicye des in der Weberfchrift dieſes Paragra⸗ 
phen angezeigten Sntegrationsverfahrens. 

74. In diefee Ne. werden wir durch Differenziation nach einer 
allgemeinen, conftanten Größe die Werthe einiger Sntegralien ab- 
zuleiten fuchen. 

1. Läßt man in der Fundamentalgleichung (I) Pr. 38 m in m+A4 
übergehen, fo bat man, wenn ven der SIntegrationsconftante ab: 
frahirt wird, die Gleichung: ti 


"dx — — 
S * m-+1 
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Diefe Gleichung befteht bekanntlich für alle Werthe von m, die 
negative Einheit ausgenommen; daher bat man, wenn die Blei- 
tyungen (D) und (E) auf diefen befondern Fall angewandt werden, 
oder, wenn die fo eben aufgeftellte Gleichung mit Zuziehung der 
Gleichung (E) nach m differenzirt wird, 

„ut N „utı 
mit PrT (m+1). 

II. Eben fo giebt die Fundamentalgleihung (II) Nr. 38, die 
für alle Werthe von a, ausgenommen die Einheit, Statt findet, wenn 
man diefelbe nad) a differenzirt, die Bleichung: 








f z"log.xdx = + Const. (119) 


f a*x dx = za” + Conast. (120) 


a 
. og.a u (log.a)? 
III. Ferner giebt die abgeleitete Fundamentalgleichung (7) Nr. 39, 
wenn zuerft m in m + 4 umgefeßt und bierauf nad) m differenzirt 
wird, die Bleichung: 
f x" Ka+-bx”)" log.(a-+bx") dx = 


mt mt 
n b n 
= — log.(a+bx") — ——— + Const. (1217 


IV. Die Gleichungen (40) Nr. 40 geben zuerfi, wenn x in mx 
umgefebt wird, 
f Sin.mx dx = — 2 Cos.mx , 
m 


f Cos.mx dx = + 1 Sin.mx ; 
m 


werden diefe für alle Werthe von m, Null ausgenommen, ftattfin- 
denden Gleichungen nach m differenziert, fo hat man: 
f[ zCosmxdx = = Sin.mx + — Cos.mx + Const. 
m m 
j . (422) 
f xSin.mxdx = — 7 Cos.mx + — Sin.ınx + Const. 
ın m x 


75. Gleich wie in der vorhergehenden Nr. durchs Differenziren 
nach einer allgemeinen Conftante die Werthe einiger Integralaus⸗ 
drücke erhalten worden find, eben fo wollen wir auch durchs Inte- 
griren nach einer folchen allgemeinen Conftante einige Integralaus⸗ 
drüde zu beſtimmen fuchen. 

I. Die abgeleitete Grundgleihung (12) Nr. 40 giebt, wenn man 
x in ax umfeßt: 
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f adıx S; 
Yı-22 — 3src,s9ın.aX . 
Dieje Gleichung mit da multiplieirt und nach a integrirt , giebt: 


Ss“ = f arc.Sin.ax.da . 


Allein nad) Gleichung (G) Nr. 73 bat man: 


ee Sleie 


und aus Gleichung (7) Nr. 39 folgert man fehr leicht: 


ada 
[Es mo * Yı—a!ı? ; 











daber hat man: 
f arc.Sın.axda = - Vo 
x 
Seht man bier x in 5 um, fo bat man: 


f are. Sin. - } Peer, 
oder auch: 


dx 
f arc.Sin. -d= * — — (u n 


alfo erhält man, vermöge der Bleichungen (7) und (25) der irn. 
39 und 45, die Gleichung: 


f arc.Sin. -d= Vx!—a? + a. arc.Sin. ”, 
oder wenn a mit x vertaufcht wird: 
f arc.Sin. = dx = Val 22 + x.arc.Sin, = + Const. (123) 
Bedenkt man ferner die Gleichung: 


arc.Sin. * + art.Cos.X = arc.Sint = 
a a 


fo bat man audh: 


| 


f arc-Cos. "dx = — Vai—x? + x.arc.Cos.X + Const. (424) 
a 
II. Setzt man in die Gleichung (14) Nr. 42: 


a — 1, b 

fo findet man: 
Zodx 
1 ax? 





— log.(1+ax) — log(1-ax) . 
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Wird diefe Gleichung mit da multipliciet und nach @ integrirt, 
fo bat man mit Buebung der Gleichung (G) Nr. 73: 


f 10g.4— a9 = flog.i—xa)de — [ log.(i+xo)da - 
Wenn nun in Gleichung (4149) m=o angenommen, hierauf x 


in A—bx, und in 4+bx umgetaufcht wird, dann ergiebt fich: 


1—b ı—b 
flog.4—bx)dx = — 5 = ]og.(1—hx) +77 - , 








4-+bx 


— log.(1+bx) — —— ; 








f log.(1+bx)dx = +- 


wenn daher diefed Ergebniß auf obige Gleichung angewendet und 
die von x ‚nbependenten Theile vernachläfligt werden, fo hat man: 


1 Jj—aXx 
f 10g. dor * = — zlog.(1—03x?) + alog. 7 ° 


Läßt man bier & in oy-1 übergehen, fo bat man, mit Beachtung 
einer in Nr. 42 aufgeftellten Gleichung, 


dx 1 
f log.(1+0°x?) 73 = —zlog.(i+a®!x?) -+ 2a .arc.tang.ox ; 


1 
fegt man in diefer legten Gleichung x in - um, fp findet man: 
f log.(02+x9)dx — 
= — 2x + xlog.(a?+x?) + 2«. arc.tang. = + Const. (125) 
. b 
IM. Wird in die Bleihung (45) Ne. 42, - —agefeht, fo erhält 
man: 
adx 
fs = arc.tang.ax . 
Wenn diefe Gleichung mit da multiplicirt und nach « integrirt wird, 


fo ergiebt fi, mit Berücfichtigung der Sleihung (G) Nr. 73, 
folgende Gleichung: 


f 1og.(1-+a°2) —= 2 farc.tang.ax da ; 
daher hat man, mit Zuziehung der obigen Gleichung, die den 


SIntegralausdrud links vom Gleichheitszeichen beflimmt, auch fol- 
gende Integralbeftimmung : 


1 
f arc.tang.axdı . arc. lang. œx — 5, !og.(1+0?x°) . 
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Bertaufcht man bier « in x und umgekehrt, fo geht dieſe Blei- 
hung über in: 
f arc.tang.axdx = xarc.tang.ax — log. ta2x?) , 


oder man bat audy: 





f arc.tang. —dz = xarte.tang. * — alog.Ya?-rx? + Const. (126) 
a 


IV. Die Sleichung (18) Nr. 43 geht endlih, wenn b? — adı 
gefeßt wird, über in: 


d 
f — — log.(ax + Y1-+o2x?) ; 
@& 


behandelt man diefe Gleichung wie die vorangefchickten, fo bat man: 


— dı 
f log.(ax + Yi+u?x?)da = f Vi+olx22 7. 
‚41. 

Seht man bier x in — um, fo hat man auch: 
& N. — _ _ rd (a | 
Sios(&+Y 1+5)to — (= — x VAA | 
und mit Zuziehung der Gleichung (26) Nr. 45 ergiebt fidh: | 
f 108. (2 + 1+5 de = — Vor+x? — alog.(2=Ve** 3°) ‚ 

oder auch: 


fioe(« "Veah = — VERF + alog(® , V (+5) , 


und wenn x in - = umgefeßt wird, bat man: 














f log.(ax + Yi+o!x?)da= — Nr, alog.(ax+ Yi-+a?!z?) - 





Wird endlich « in x umgefegt und umgekehrt, fo hat man: | 
f log.(ax + Vi+a!z?)dx = 


— — —— + xlog.(ax+ Vi-+a?x?) + Const. (127) 
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$. VI 


“.. 


Anwendung fämmtlidher bis jekt aufgeführten Inte» 
grationsmethoden. _ 
% 
76. Gebt man in die Gleichung (44) Nr. 42, a=1,b=4A, 
und Cos.x ftatt x, fo hat man: 


dx 1—Cos.x 
— — — 1 ® : 1} 
f Sin. °s Vak: + Gonst. , 





oder auch: 
so =log.Tang. 
Sin. 1og-Tang. z + Const. ; 


geht Hier in + x Über, dann hat man auch: 


(& Cos 1. Tag; + ) + Const. 


Sei ferner: 
um f Tang.x dx, 


fo hat man, wenn einfiweilen y — Cos.x gefeht wird, 


= -[7 = — log.y ; 


wird der Werth von y eingefeßt, dann hat man: 
| S Tang.x dx = — log.Cos.x + Const. ; 


\ 


und wenn x in 5- x umgefekt wird, bat man auch: 
f Cotang.x dx = log.Sin.x + Const. 
Wenn nun in den fo eben gefundenen vier Sntegralausbrüden 
x in mx übergeht, fo trhalt man: 


d 
(=: = 7 10g.Tang. * + Const. 


Sin.mx 


dx 


Cos mx — m —* ) + Const. 


, (128) 
1 
[reng.mzix =— 7 1log.Cos.mx -+ Const. 


4 
feotang.ma dx = g log.Sin.mx + Const. 


welche für alle Werthe von m, Null ausgenommen, befteben. 
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77. Der Integralausdrud : 
f Sin.x” Cos.x” dx, 
tann, mit Hülfe der Reductionsgleichungen (60) bis (65) Nr. 56, 
falls m und n ganze Zahlen find, entweder von den in ber vorhe: 
gehenden Nr. aufgeftellten Integralausdrüden oder von den Inte 


gralausdrüden der Gleichungen (10) Nr. 40 abhängig gemahi 


werden. 
Sn der That, wird in den eben citirten Reductionsgleichungen, 
a=i, b=—1, ı2=3, p=n, 


angenommen, und läßt man dafelbfi x in Cos.x und m in a 


2 
übergeben, fo hat man folgendes Syſtem von Gleichungen: 
f Sin.x”Cos.x”’dx = 


. m+1 —_1 \ 
. Sin.x"" Cos.r , n—i f Sin.x"t? Cos.z"-dx , \ 
n + 1 m+1 
f Sin.z”Cos.x’dx — 


__ Sın.x”'Cos.x"?} 
n-r1 


4 Bi f Sin.x"°Cos.x"t?ax , 
ni 
f Sin.x"Cos.z’dx = 


= + Sin.x"*"Cos.z"*? , m+n+2 f Sin.x"’Cos.z’dx , 


f Sin.x"Cos.z’dx = " 


_ _ Sin.x”="Cos.x"?! 


+ 22 gSin.x®%Cos.z’dx,, 
m n m+-n 


f Sin.x”Cos.x’dx = 





. *1 n—1 
— Siꝑp-x Cos-. , n—1 f Sin.x"Cos.x”-?dx 
n+-n m-+n 





f Sin.x”Ces.z"dx = 


= — Sin.x""’Cos.x"*? + m+9+? f Sin.x"Cos.x'}?dx . 
nn +4 n+1 





Se nad) Befchaffenheit der ganzen Zahlen m und g, wird man 
eine oder mehrere der fo eben aufgeftellten Reductiondgfeichungen zu 
Grunde legen, um den vorgelegten Integralausdruck auf irgend einen 
der oben angeführten Integralausdrücke zurädzubringen. 


78. Seht man in die Bleichungen (8), (c), (8!) Nr. 48: ad, 





N 
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y—4A, vertauſcht dann x in Cos.x, fo gehen folgende Gleichungen 
hervor: 


dx 4 ’ 
(= 2Cos.x = aVa-bs aretang tung r) C. 











a 
— — tang. 
dx _ 1 i ‚Vb?-a!? "8x c 
(> = VB — log. — * C. (130) 
+ Voza tang.x 


— — — nee c 
ea — aYal+b? awetung.( 70: 2% ) * C. 
Bedenkt man die Gleichung: 
Cos.x? = 4(1 + Cos.2x) , 
fo bat man, wenn in der legten der obigen Gleichungen x in 3 


umgefeßt wird und 
22 + =.u, b=ß, 


gefeßt wird, folgende Gleichung: 


dx 2 — 
IE: = Ve-® arc.tang. v= tang. ;) +C. (131) 
Sft & numerifch Heiner ald 4, dann berüdfichtige man die Glei⸗ 
Kung: 











4 u 
ae Ian’ 
wodurch auch folgende Gleichung erzeugt wird: 





arc.tang.uy-1 = 








dx j 4 +V —* tang. 7 
B-+a 
f o+ßCosx yr—o3 log. _ — — *0 (132) 
6460 7 


Diefe und die vorangehende Bleichung ergänzen fich gegenfeitig. 
Für den Fall endlich, wenn man aß bat, dann hat man, wegen 


1 + Cosx = 2(Cos.*)" , 
und vermoͤge der Gleichung: 


dx _ Sin.x | . 
kr — osx ltang.x, 
die aus der Iekten der Recurfiondgleichungen der vorhergehenden 


Nr., wenn man m=o und n—=— 2 annimmt, hervorgeht, die 
Gleichung: 
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— dx X 
fi + Cosx — tang.> + Const. , (1 
weiche Gleihung die Lüde, die die Gleichungen (134) und (132) € 
a=ß laſſen, ausfüll. 


79. Wird in der Gleichung (76) Nr. 60 folgende Annabe 
getroffen , 
Aaz=ı, fl=zo, =—i1, a=ma, b=ß, 
und wird überdieß x in Cos.x umgefeßt, fo hat man, bei de 


Annahme: 
= am, x)” ’ a 


nach Bleichung (77) derfelben Nr., folgende Recurfionsgleichung jur 
Beſtimmung von X: 


8Sin.xz 
a ala na 2 7 e  Pnweapr meer a0 
Gebt man bier m=2, fo ift: 
Sin.x | 
(Br 02)‘, + a‘, * rare ’ 


woraus hervorgeht, daß man den Werth von X, ducch X, ans 
drücden kann; diefe letzte Größe ift das in der vorhergehenden Pr. 
beftimmte Integrale, daher kann auch X, jedesmal, als angebbar 
angefehen werben. | 

80. Um die Werthe folgender Integralausdrüde: 

fSin.mxSin.nxdx , fCos.mxCos.nxdx , fSin.mxCos.nxdx, 
zu erhalten, zerlege man die Producte: 

Sin.mxSin.nx , Cos.mxCos.nx , Sin.mxCos.nx , 


in Summen, wodurch mit Beachtung der Gleichungen, 
f Sin.kxdx = — Cos.kx + Const. } 





. ’ (1%) 
f Cos.kxdx = + - Sin.kx -+ Const. 


die aus den abgeleiteten Fundamentalgleichungen (10) Nr. 40 folgen, 
fogleicy folgende Refultate erhalten werden: 
f Sin.mx Sin.nx dx = 





4 , 4 —1 
= mn) Sin. (m-n)x — 2 rn) Sin.(m-+n)x +cC. (13) 


| 
— —— — — — — 


ss 
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f Cos.mxCos.nzdx = 
4 4 
= mn) Sin.(m—n)x + Zm+n) Sin.(m+n)x * C. (138) 


f Sin.mx Cos.nxdx = 


—1 1 
= 2(m—n) Cos.(m—n)x — (mn) C08.(m+-n)x * 0. (139) 


84. Nicht ſo einfach iſt der Weg, der zur Kenntniß der Werthe 
folgender Integralausdrücke führt: 

Sin.qx os. qx Sin.qx os. qx 
Er dx , fs: dx , er dx, IE> px dx. 

Mir werden diefe Integralien nach der Ableitungsmethode $. IL, mit 
Zugrundelegung der Gleihung (94) Nr. 65, zu beftimmen fuchen. 

Sept man in diefe Gleichung: 

Cos.x+y-1Sin.x flatt x, 


fo bat man, für den Differenzinlausdrud links vom Gleichheite- 
zeichen derfelben, folgende abgeleitete Gleichung: 











x"dx _  Cos.(p—m-—1)x Sin.(p -mr1)x 
——— AA px⸗ de + VV 2 Sin.px dx .. 


Bedenkt man ferner die Nichtigkeit folgender zwei Gleichheiten: 


log(A+By’-1) = log. YA?+B? + yY-1 arc.tang. 2 ‚ 
arc.tang.(A+-By/-1) = (œ) 


2A 
= }arc.tang. A555 * 4y -1 log. V BR * , 
ſo entſpringen folgende abgeleitete Gleichungen: 


log.(1-+x) = log.2 + log. Cos. 5+ ıy-i.x. 


log.(1—x) = log.2 + log.Sin.Z + ay-Ai.x. 





log.(1—2xC0s.8-+x?) = 
= 2log.2 + 1og Sin(z + ;) Sin. ? * ) *xy-1, 
x—Cos.8 
arc.tang. Sn8 * 
” .Ii® x 
Sin. 7 +5) 
= 49 + „YA1log. — 5; 
Sin. 2 — ;) 


wo 0 eine beliebige Größe bedeutet. 
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Diefe Ergebniffe in Gleichung (91) eingefeßt, erhält man, bei 
Bernachläffigung der fich ergebenden conftanten Theile, die man in 
der willkührlichen Conftante der Integration enthaltend voran 
fegen darf, und nach vollgogener Sonderung der reellen Theile von 
den imaginären, folgende zwei Gleichungen: 


kr p—m—1)x 


Sin.px dx = 


2 x m x 
=» |10g.Sin 7 61) Ilog. Cos. 


(m-+4)2kır 


no x\o ‚Kur x | 
+ 2p Co 2p log.Sin. ( AP + 3) Sin. (73) +C. (3: 
kl 
Sin.(p—-m-—1)x ix 
Sin.px x 
kep—1 
4 m 2x c (m-+1)2kr 
=» [x — (-1)’x]— 2p dr PT 
k=1 
2 3 -+1)2k (+ 
+ _ Sin, (mtl)ekz hr = + Const 
2p in.( F — 5) 
p 2 
run ift j 
2 (m-+1)2kr 
Cos. — — * 
P 
4+-{Cos. 1 
2 “u + 4Sin.(m+4)rCotang. nr 


Wenn daher m4 < 2p vorausgefegt wird, fo ift: 
—ı 
(m-+-1)2krr 


* = —ır4-1) 


1 
und es ift: 
Sin.(p—m—1)x 
f Sin.px 


kp Sin. ( 2kı , x ) 
2 . (m-+1)2kır ip, 2 
=. > Sin. ——— loß. — —— + Const. (5) 
=] 


dx = 


2p Sin. (3) 


in - 


2 
"e Gleichung (91), die diefen beiden Gleichungen (8) und (y) zu 
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Grunde liegt, befteht für alle ganzen und pofitiven Werthe von m 
und p, für die man 2p > m hat; daher beftebt auch die Gleichung 
(8) für alle ganzen und pofitiven Werthe von m und p für die man: 

m +41 =2p, 
bat; und die Gleichung (>) findet für die gleichen Werthe von m und 
p Statt, für die man: 

m +1 <2p, 
hat. Wird diefe Beſchränkung vorausgefeßt und feht man in die 
Gleichungen (2) und (y): 

p-rm-i1=g, de mil =p—qg, 

fo geht die Bleichung (6) über in: 


2 “ x — x 
*5 |1og.Sin. 2 + (1? log.Cos. 
p—-q a m X T x 
+ * Cos. 7— 2k: 3 log.Sın. G + 3) Sin. (5 — 3) +cC. (8%) 


1 
weiche für alle ganzen Werthe von p und q befteht, für die man: 
pP =1 ud pro, (A) 
bat. Eben fo gebt die Gleichung (>) in folgende über: 


fx Sin.qx 4, _ 
Sinp 


2 —1 7 Sin. Gi +_ 5) 
= öp Sin. — 2k-2 log. — — + Const. (yi) 
ki Sin. ( Ap — 3) 


welche für jene ganzen Werthe von p und q befteht, die den Be- 
dingungen: 
p-gq=4 md p+rq >-o 

Multiplieirt man ferner im Bruche —— Zähler und Nenner 
mit Sin.px, fo bat man: 


Sin.qx Cos P-gx _ Cos.(p+gq)x 


genügen. 





—————— —————— 0 


Cos. px ” Sin. F Sin.2px ’ 





und wenn eben fo im Bruce £ 


Cm Dr. — Zähler und Nenner mit Sin.px 
multipliciet werden, bat man: 
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Cos.gx Sin.(p-gq)x Sin.(p+g)x 


daher hat man, nach der Integrationsmethode der Zurückführen! 
‚auf dem Wege des Zerlegend, folgende Gleichungen: 





Sin. qx ix 08. Cos.(p—q)x 5 Cos.(p+q)x 4 

Cos.px  —  Sin.2px Sinap a R 
fe -JE dr [Sro=ı= P-PX ar + — .(PFgIX 4, 

Cos.px Sin.2px Siu.2px ’ 





oder es find die Werthe der Integralien zur Linken der Gleichheitt- 
zeichen von den durch die Gleichungen (21) und (1) dargeſtellten 
SIntegralien abhängig. 
MWird 
pt =z=1 und 3 - 4 — 0, 
angenommen, fo giebt (84: 
Cos.(p—g)x 


Sin.2px die = 


2 
=- | log.Sin. + (-1)P}11og.Cos. 5 


pn 2k 
2 p+g -_ > 
+ Ze 25 2kT „Iog. Sin. + +7) Sin. (9 3) P 


und wenn 
pr Zi und pro, 

borausgefeßt wird, hat man, nach derfelben Gleichung, folgende: 

B Cos.(p-+gq)x 


Sin.2px «= 


_ . in.? x 
=n |1og.Sin. 2 + (-1"110g.Cos. , 


k=2n—1 
+2 >» co. 59 2%. Z10g.5in. (30 +3)Sin. (97-2) . 
k=1 . 

Die in (A) ausgefprochenen Bedingungen, betreffend die Größen 
p und q, fhließen die bier aufgeftellten ein, namentlich dann, wenn 
p al8 pofitive Zahl feftgeftellt wird: es beftehen daher auch die 
beiden legten Gleichungen beim Stattbaben der Bedingungen in (A). 

Subtrahirt man demnach die beiden letzten Gleichungen von ein- 
ander, und bedenkt, daß p und q ganze Zahlen find, wodurch: 
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(-1)P*1 2 (-1)P79 ; 
wird, fo hat man mit Beachtung’ der erften der Gleichungen (8): 


[>= k- 
Cos.px 
k=-2p—i1 
* EEE Eu Eng ⏑⏑,⏑,—,——— 
* | Cos * 2k-> Cos. *F 2k-5 } log, Sim. + - )Sin, * =; 
ki 
oder 
SELu= 
Cos.px 
k=%p—1 
2 
=-; 1 Sin Stop Sin (7 + 5) 5) 
Sp Sin nk Sakn ® 1og.Sin. * "2 Sin 7*5) 
11 


Wegen des Factors Sin. kZ verſchwinden alle, den geraden Werthen 
von k entſprechende Glieder dieſer Summe, daher bat man: 


f Sin.gqx = 
Cos.px 
kp 


B #2, I (oakan — (DE + Hy DE_ 5). 





Zp 4p 
k=1 


Ganz auf gleiche Weife findet man mit Zuziehung der Gleichung 
(y!), aus der zweiten der Gleichungen (8), den Werth des Integrals 


Cos. 
F — 
Stellen wir dieſe Reſultate zuſammen, und löſen in den Glei- 
dungen (8!) und ” die Ausdrüde: | 
Cos. — .2k5 , Sin. — . 2k5 , 
auf, ſo erhalten wir, mit Beachtung des Umftandes, daß p und q 
ganze Zahlen find, folgende Gleichungen: 








— Cos. Kr 
Sin, nz = 
.- 1 . x p-4 x 
=7 Flog.Sin. 3 +(—1) log.Cos. 3 } 
kKy—1 . 
3 2k 
+2 (1) Con. !. FE og Sin, (+ a) (T - =) + Const. (140) 
ki s; 
in.ge — _ 
S Cos.px ix = 
k=p 
-+- (—1)" Sin, ! de Sin DE, = )si „(NE :) + Comt. (141) 
r 4p 2 sp 


=1 


Raabe, Diff. u. Inf. Rechnung. 8 


444 Integralrehnung. u. 82. 


wo p pofitiv und ganz, q der einfachen Beſchränkung, eine gan 
Zahl zu fein, unterliegt, und we man überdieß: 


paid pro, (a) 
haben muß. 
Kerner hat man: 
fer.- 
Sin.px 
k>—1 IX x) 
— +. 
= — - (a 5 Ger 5 Const. {1 
ki (7 2 
SE“ = 





— (FE + =) 
— — 2 (ni Cos. ——— log. — Const, (180: 


wo, wie vorhin, p ganz und pofitiv, q nur an die Beſchränkung, 
eine ganze Zahl zu fein, gebunden ift, und p fowobl als q folgenden 
Bedingungen genügen müffen. 

P-I9 >24 mb prg>ro, (b) 

82. Wir wollen bier einige Folgerungen aus den Gleichungen 
(140) und (184) der vorangehenden Nr. mittheilen. 

Da diefe Gleichungen für alle ganzen Wertbe von p und q be 
ſtehen, die den in (a) auggefprocdhenen Bedingungen genügen, und 
da die Annahme q =— p diefen Bedingungen nicht zumwieder läuft; 
fo geben diefe Gleichungen, für diefe Abhängigkeit zwifchen q und p, 
in folgende über: 


1 x x 
C ta dx = =] .S .-C om 
f Cotang.px 5 0g-Sin. Cos. 


kep—1 
4 . [kan x\,. f%kr x 
+ m > log.Sın. (+ 2) (3 -3)* C. 
f Tan xdx — 1 log.Sin kim, x Sin km x +C. 
RP pP g-DID ap 2’ \ 4p 2 


Anderfeitd geben uns die Gleichungen (128) Nr. 76: 
f Cotang.pxdx = 5 log.Sin.pz + Const. 


1 
f Tang.pxdx = — 5 1og.Cos.px + Const. 
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Wenn daber A und B zwei von x unabhängige Größen find, fo 
müffen folgende, in Bezug auf x, identifche Gleichungen -befteben: 


x x 
log.Sin.px = log.A + log.Sin. 5 Cos. ꝗᷓ 


Okır ıkr x 
+ >" 102.Sin. (er. 2) Sin. (- -3) y 
1 


ka 
k—1 k— 
log.Cos.px = log.B + > 1og.Sin(" ip Lu + —V 3) 


k>1 
und menn beiderfeits, in beiden Gleichungen, die Logarithmen weg⸗ 
gelaffen werden, bat man: 





Sin.px = ASin. =Cos. 5 


: Ä20 .x . It x 
. Jan. x Jän x 


x. 


(2 Dan x . (2 p 2) x 
x Sin. (Bei ;) Sn. 3) , 


Cos.pxz = B Sin.(& +5) Sin( -3) 
_ {37 , x . (317, x 
x Sin (97 + ) Sin. (9 + ) 
. (5n x -» (57 x 
x F * ) —*7 ) 
x. W 
>< Sin. ‚(a0 
4p 


Um die willkührlichen, von x unabhängigen Größen A und B zu 
beſtimmen, bedenke man, daß dieſe Gleichungen identiſch nach x ſind; 
läßt man daher, in beiden Gleichungen, x ohne Ende abnehmen, 
ſo ergeben ſich, da alsdann: 


) Sin. — -:) . 
4p 2 


2 


Sin.px in px, Sin. > 3 in 5, Cos. > im 4 und Cos.px ni, 


übergeben, folgende Gleichungen zur Beftimmung von A und B: 


= nf (lan 
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— ES 3m (a, 5x . (2p—1)a\” 
ı=B (sin z)( sm. =) (sin se) .... (Sin. — ) 


woraus dann folgende Gleichungen gezogen werden: 
— + ) Sin (2% _ :) 
Sin.px — pSinx. __\p 2/7 \p 2) 
. 8 


I\2 
(Sin =) 


Sin (gar. ). Sin. (ran _ ) 
4p 2 4p 2 


RT Ta M 
(Sin — 
p 


pP 
Cos.pz = u 
(sin 5 
Sin 5 + 2)Sin (er — ) 
2 4p 2 
= 3n\? 
Sın 
| 5) 
Sin (rot sin (Pr ) 
N Nm 3) 
x — —5 I) 
(sin. 
oder auch: 
Sin.px = 


Cos.x-Cos. 77 Cos.x-Cos. 17 Cos.x-Cos. ZP-2" 
= pSin.x. 0 2p , 2p ... 2p 


ö— — —  / 
4—Cos. 27 4—Cos. m 1—Cos. Cor 
pP . p 
Cos.px = (OT) 
Cos.x-Cos. U Cos.x-Cos. ?7 Cos.x-Cos. ZP-1)r 
2p 2p 2 


4—Cos. 7 4—Cos, 3% 1-Cos. 2p-Ur 
2p 2p . 2p - 
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Aus den Gleichungen (IT) und (II) Laffen fih, durch die folgende 
Betrachtung, noch zwei Gleichungen ableiten. 

Da die Größe p einzig an die Bedingung, ganz und pofitiv zu 
fein, gebunden ift, fo wird man diefelbe als im Zuftande des uns 
endlich groß Werdens annehmen dürfen; und damit irgend ein Re 
fultat erzielt werde, werden wir gleichzeitig die Größe x im Zuftande. 
des unendlichen Abnehmens fich befindend vorausfeken. _ 

- Diefes vorausgefegt, fann man, mwenn unter z irgend eine end- 
liche Größe gedacht wird, dag Produft: 
px=z, 
fegen, und da man nunmehr folgende Umfeßungen: 
Sin.px in Sin.z, pSin.x in pz, Cos.px in Cos.z, 


Sin (} + 2)Sin.(} — ) 
p 2 p 2), 72 


- in 1 — — 
Sin iv a2’ 
p 


machen darf, fo geben die Gleichungen (I) und (II) in folgende 


über: . 
. 72 2? 7? z? 
. — — — Ye — — — 1 ——— 4 0 0 — 0 0. 0 
Sin. ” (@ ) 2) ( =)( u) 
22 22 z? z? 
z = M—4 I — 4 11 —4 —_-1I1i—4 I _)...... 
Cos (4 . =) (4 =) ( 251 ) 5) 


Setzt man endlich in der erſten dieſer zwei Gleichungen zZ 
voraus , fo findet man: 


n_22ı44668 8 10 10 ... (V) 

2 43355779 9'414 
Alle hier gefundenen Gleichungen find in der trigonometrifchen 
Analyfis binlänglich bekannt; bei der Mittheilung derfelben beab- 
fihtigten wir einzig, die Richtigkeit der in der vorhergehenden Nr. 


aufgeftelten Bleichungen zu erproben. 


85. Wenn in den Gleichungen Nr. 81 p und q gebrochene Zah: 
lenwerthe haben, kann man fi auch noch der Gleichungen (440) 
bis (143) dieſer Ne. zur Augmittelung der dort behandelten Inte— 
gralfunctionen bedienen, und zwar auf folgendem Wege: ' 

Wenn p und q gebrochene rationale Zahlen find, fo kann man 
diefelben jedesmal durdy Brüche mit gleich großen Nennern dar- 
ftellen ; diefes vorausgefegt, fei 3. B. das Integrale: 
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Gos. =: 
= [— dx, 
Con.“ x 


jur. Ausmittelung vorgelegt, wo a, b, c ganze Zahlen repräfentiren. 
‚ Wird 





Alm 


x’ — 


finden nun die Bedingungen in 3 sr. 81 Statt, d. h. bat man: 
b-ı — 1 md b+ra>o, 


dann giebt die Gleichung (443) diefer Nr. den unter der lekten 
Form dargeftellten Werth von u, und wenn nachher für x’ deren 
Werth = zurüdgefeßt wird, erhält man auch den Werth des vorge 
legten Integralausdrudes. 

Sind die Eoefficienten p und q mit der Einheit nicht mehbar, 
d.h. find fie irrationaler oder incommenfurabeler Natur, dann find 
die Sntegralien im Allgemeinen nur annäberungsweife beftimmbar: 
man ftellt diefe incommenfurabeln Größen angendbert durch gebre: 
chene, mit gleichen Nennern begabte Zahlen dar, und behandelt 
fie, wie fo eben angedeutet worden ift. 


84. Wie aus den Bedingungen (a) und (b) Nr. 81 erhelkt, 
find die an gleichem Orte behandelten Sntegralien jedesmal ange 
bar, wenn p numerifch nicht Eleiner ald q if. Findet nun das 
Gegentheil Statt, d. b. ift q numeriſch arößer ald p, fo werden bie 
Bedingungen in (a) und (b) nicht realifirt, und die Gleichungen 
(140) bis (143) finden audy nicht mehr Statt. Wir wollen daber, um 
den Gegenftand ganz zu erfchöpfen, die Mittheilung einer Reduction 
diefes Sales auf den Erftern bier nachfolgen laffen. Wenn « und 
6 zwei beliebige Winkel oder Bogen vorftellen, und wenn n eine 
ganze Zahl bedeutet, fo hat man, wie bekannt, folgende zwei Blei- 


dungen: 
Sin. mBra—4ß)—Sin. (39) _ 


2Sin 48 


gefeßt, fo hat man: 


= Cos.0-+Cos.(a-+8)+Cos.(a-+-28)+Cos.(@-+38)-+ .. +Cos.[a+{(n-1)J] 
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— Cos.(n8+a—4ß) + Cos.(n—4ß) 
2Sind3 . = 
— Sin.a-+Sin(a+p)-+Sin.(&-+2$)+Sin.(a+-36)+* . . +Sin.[a-+{0-1 38]. 
Wird in dieſen Sleichungen: 
o=(prg’)x, B = 2px, 
angenommen, fo finder man fehr leicht: 
Sin.(2np+q’)x _ Sin.g'’z 


Sin.px —— Sin.px 
+2 [Cos.(g’+p)x+Cos.(q’+3p)x+ . . . . +Cos.[g’+H2n-Ijplx} , 
Cos.(2np+g’)xz _ Cos.g’x 
Sin.px — Sin.px 
— 2 }Sin.(g’+p)x+Sin.(q’+3p)x+ . . . . +Sin.[g’+(2n-1)p]x} . 


Etellt nun q eine numerifch; größere Zahl ald p vor, fo if es 
jedesmal möglich, eine ganze pofitive Zahl n und eine ganze (pofi- 
tive oder negative) Zahl q’ zu finden, die der Gleichung: 

q = 2np+gq’ (ec) 
ein Genüge tbun, und zwar kann man, wenn man q durch 2p zu 
theilen verfucht, den Reſt q’ jedesmal fo wählen, daß der numerifche 
Werth desfelben kleiner als der von p ausfällt. Diefes vorausgefegt, 
geben die beiden obigen Gleichungen: 


Sin.qz 1 
Kor: .— 
_ „fSin.(g’+p)r® Sin.(q’+3p)x Sin. [q’+(2n-1)p]x 
= 3 q’+p + gq’+3p -..+ q’+(2n-1)p = + 





Mi in. q x ’ 1m 
Sin.px x, (144) 


*84 
Sin.px x* 
Cos.(q’+p)z  Cos.(q’+3p)x Cos.[q’-+(2n-1)p]x 
= Sur + q’-+3p +..+ np | 


| os.q’x 
+ SE dx , (185), 


welche die verlangten "Reductionsgleichungen find, mo y numeriſch 
größer, q’ numerifch Kleiner als p ift, und wo q’ fowohl ald n aus 
der obigen Sleichung (e) zu beftimmen find. Zieht man nody die 
beiden Gleichungen (8) Nr. 81 in Betrachtung, fo erfcheinen die zu 
Anfang diefer Ne. vorgelegten Integralausdrüde fiir alle veelle Werthe 
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von p und q (wenn man noch den Snhalt der vorhergehenden 
Nr. mit berückſichtiget) beftiimmbar , und die entfprechenden Sntegral- 
functionen derfelben ftellen fidy in algebraifchen und logarithmiſchen 
Functionen der Sinuffe und Coſinuſſe der Variabeln dar. 


85. Der anfangs Nr. 81 betretene Weg führt auch zur Keſnnt—⸗ 


niß der beiden folgenden Integralausdrücke: 


dx Cos.xdx 
koennen ‚ ————— 

Wir legen die Gleichung (19) Nr. 44 und die Gleichung (49) 
Mr. 51 zu Grunde; wird in diefen Gleichungen, nad; der Xblei- 
tungsmethode $. IL, 

x in Cos.x + Y-1Sinx, 
. umgefebt, fo geht: 


dx in nen xdx + ya Brternoos- = ir 


atßx-+yx 
und 
xdx ASin.x+aSin.?x . y+BCos.x+nmCos.2x 
a+ßx+yx? in — x + v1 X dr 


über, wo dem mit * 1 behafteten Theile der letzten Zeile auch 


folgende Form gegeben werden ann: 
Ze an aß Cos.xdx 


„dx + 5  y—n di - —, 
wenn der Kürze wegen: 
X = 02+$2+,2-+-2B(a-+y)Cos.x-+20yCos.2x , 
geſetzt wird. 

Wird auch in den Ausdrücken zur Rechten der Gfleichheitgzeichen 
der citirten Gleichungen (19) und (49) Cos.x+y-1Sin.x ftatt x ge 
fest, fo geht in der Gleichung (19) der mit V’-1 behaftete Theil, 
nach den Gleichungen (a) Nr. 81, über in: 


1 arc.tang. Va?—Aay. Sin.x , 
"VR—iay a@+y+pCos.x 


und in der Gleichung (49) gebt der analoge Theil, aus gleichem 
Grunde, über in: 
gSin.x-+ySin.2x 


1 
2y arc.tang. a-+BCos. x+yCos.2x 


_8,_4L_ arc.tang. YVAr—toy.Sin.x 
27 VAr—kay oty+6Cos.z ' 











yo 
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und wegen’ - 
PSin.x+ySin.2x _ (o—y)Sın.x 
arc.tang. a+ßCos.x+yCos.2x x — arc.tang. B-+-(a-+y)Cos.x ’ 


bat man, wenn diefe mit V-1 behafteten Ausdrüde, in jeder diefer 
zwei Gleichungen, einander gleich gefekt werben, folgende Glei⸗ 
chungen: 





Cos.xdx  ffdx EEE VR—hay .Sin.X , 
ö — — t 
X * x Ve—1ay are ang: ar yrBCos. x 


. (a—y)Sın.x 
B+(a-+y)Cos.x ’ 
aus welchen, mit Beachtung des obigen Werthes von X, folgende 
Gleichungen gewonnen werden: 





(a-+y) 











— arc.tang. 


dx — 
a+-bCos.x+cCos.2x 
= — ‚ BEE .arc.tang. VR—iay. Sın.x 
[9°—(a-+y)?]y #?—Aoy . a +y-+8Cos.x 
—y)Sin. 
— .arc.tang. ZYSnX_, Const. 


7 [P—ta-+y)?](e—y) B-+(a+-y)Cos.x 


Cos.xdx _ 

f a-+bCos.x-+cCos.2x 
— —— re tang. VR—4ay.Sin.x 
 [P-(0+y)2] VB?—Aay a+y+BCos.x 


6 («—y)Sin.x 
+ [P(o+yJPKo—y) Tetang 5 (0+-y)Cos.z 


wo a, ß, > aus den folgenden Gleichungen: 


+ Const, , 


ar” =a, 
2%atry) =b, 
20y =c, 
zu beſtimmen und in die fo eben aufgeftellten Gleichungen einzu⸗ 
feßen find. 
Addirt man diefe drei Sleichungen, fo findet man: 
(a+ß+y)? = atb+c. 
Wird von dee Summe der erften und feßten, die mittlere diefer 
Gleichungen abgezogen, ſo hat man: 
(a—ß-+y% = a—b-rc, 
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woraus, zur Realität der Größe a, ß, y, dad Pofitivfein ber 
Ausdrüde: 


arb+c , a—b+ec, 
al8 erfte, unerläßliche Bedingung gefolgert wird. 
Zrifft diefes ein, fo fee man: 
arb+c—= m, a—b+=n, 
dann erhält man, 


atry = 








nm-+n , ß — — , 
und die obigen Gleichungen geben über in: 


f dx _ 
a+bCos.x-+cCos.2x 

1 1 1 arc.tang. 2yPß?—kıy.Sin.x 
= -3I1- Vase — — — 





n m) Ya—kay ın-4+-n-+-(m--n)Cos.x 
1/t 4\ 4 2Xa—y)Sin.x 
6 4 9 — arc.tang. Sn Ha rnlssz + Const. N (146) 
f Cos.xdx — 
| a--bCos.x+cCos.2x 
= 6 29 — 1 __ arc.tang. ZVe—ey Sn 
2\n m VR—-Aay m-+n+(m—n)Cos.x 
1/1 4 1 2(a—y)Sin.x _ 
(Eu) en enjüong + Oma; am 


da man ferner: 
. B—4ay —. !m—n)?—2c , 


(«—y) = 4(m-+n)? -2c, 
bat, fo wird man mit Hülfe diefer Gleichungen die vorgelegten 
zwei Sntegralien unter reellen Formen darſtellen künnen: 
a) wenn die Ausdrüde linke der Gleichheitszeichen, in den legten 
zwei Gleichungen, als pofitive Größen auftreten, 
b) wenn diefe Größen ohne Ende abnehmen, denn bedenft man 
die Grenzgleichung: 


Lim : 1 arc.tang.wz =z, 
w 


wo dad Grenzzeichen Lim : aufdag unendlihe Abnehmen von a Be: 
zug bat, fo wird man ſehr leicht aus ber obigen @leichung, die 
Werthe der vorgelegten Integralien, in reellen Formen darſtellen 
fönmen. . 

c) Nehmen endlich diefe Größen negative Werthe an, welches nur 











v 
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für pofitive Werthe von c denkbar ift, fo fann man, mit Zuziehung 
der Bleichung: | - 

7 arc.tang.zy/-1 = $log. — , 
noch immer reelle Ausdrüde, als Werthe der vorgelegten Integra- 
lien, aus diefen Gleichungen ziehen. 

Man wird alio mit Hülfe der Sleihungen (146) und 

(147) bei der Annahme, daß m und n reelle Größen find, 
die Werthe der vorgelegten Integralien jedesmal unter 
reellen Formen dargeftellt erhalten. 
. Wie fidy zu benehmen fei, wenn m und .n imaginäre MWerthe 
haben, wollen wir hier unerörtert laffen. In der folgenden Nr., 
wo wir nad) einer andern Methode die fraglichen Integralien zu 
beftimmen fuchen werden, wird gerade diefer Fall reelle Formen für 
die vorgelegten Integralien darbieten. 

Wir fchließen diefe Nr. mit der Bemerkung, daß man die Grö- 
fen a und b in den zwei vorgelegten SIntegralausdrücden immer 
als poſitiv vorausfegen darf; denn, was die Größe a betrifft, 
reicht, falls a negativ wäre, ein einfaches Umfegen von x in —x 
bin, diefelde pofitiv zu machen; und die Größe b betreffend, feke 
man x in a+x um, fo gebt au —b in + b über. 


86. Man bat die Bleichheit: 


a-+-bCos.x + cCos.2x = 2e Cos.x? + bCos.x + a—c, 


alfo dat man auch, wenn der Ausdrud rechts vom Bleichheitszeichen 
in Factoren aufgelögt wird, 


a-+b Cos.x-+cCos.2x = 2 (b+4+4cCos.x)(b=4-+-4cCos.x) , 
wo der Kürze wegen, 


4 Vb?—-Sc(a-c), 
gefeßt worden ift. j 


Zerlegt man nun ,‚ mit Zuziehung dieſer Gleichung, die Brüche: 
Cos.x 


Pr LTERTTTETE a+bCos.x + cCos.2x ’ 
in Theilbräche, fo wird man, nach $. V Nr. 62, auf folgende zwei 
Integralgleichungen geführt: 

f dx — 

a+bCos.xtcCos.2z 
&c dx 
a IJbrirkcCoa 4 f b=4+14cCos.x ' 


(148) 
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Cos.xdx 
\eymesgren = 
_ b+4 f dx’ _b-4 f dx 
4 b+A+4cCos.x 4 Jb—4rlcCos.x 

Da in allen jenen Fällen, in denen I einen reellen Werth 
annimmt, die Integralien rechts der Gleichheitszeichen nach Nr. 78 
und mithin auch die vorgelegten Integralien durch reelle Formen 
darftellbar find, fo wird ed von Nutzen fein, jene Fälle herauszu- 
heben, die für 4 einen veellen Werth darbieten. 

Zuerft ift diefe Größe 4 veell, wenn c negativ ift; denn bedenkt 
man die am Schluffe der. vorhergehenden Nr. gemachte Bemerkung, 
fo kann man a und b jedesmal als poſitive Größen vorausfehen, 
woraus fofort die Richtigkeit unferer Behauptung einleuchtet. 

Ferner ift diefe Größe reell, wenn e pofitiv ift und zwar: 

a) Wenn mau 


(149) 


c = a 
bat, welches ebenfalls beim bloßen Anblicke des Werthes von 4 ein- 
leuchtet. 

b) Wenn das Verhalten von c zu a ein beliebiges ift, jedoch bie 
in der vorhergehenden Nr. durch n bezeichnete Größe einen imagi- 
nären Werth annimmt. 

In der That, da a und b pofitiv vorausgeſetzt werden können, 
fo kann n nur dann einen imaginären Werth annehmen, wenn man: 
. b>a+rc, 

hat Beſteht nun diefe Lingleichheit, alfo auch diefe: 

b?2 > (a+c) , 
fo bat man: 
b? — Sc(a-c) > (a-+c)?—8c(a-c) 


oder: 
3 > a? — 6ac + Ic? 


oder: 
8? > (a—3c)? ; 


alfo P ift größer ald die pofitive Größe (a—Ic)?, daher iſt 4 
reell, w. 3. b. w. 

Wir verweilen nicht bei der Unterfuchung über die Beſchaffenheit 
der Größe I, wenn n reell ausfällt; denn, da alsdann um fo mehr 
die Größe m ald reell angenommen werden darf, fo genügt ein 
einfaches Hinweifen auf das in der vorangehenden Nr. Mitgetheilte, 
um zu erfeben, daß es gerade diefer Fall ift, in dem die dort ge 
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fundenen Refultate die fraglichen Integralien unter reellen Formen 
darſtellen. 


Die Ergebniſſe betreffend die beiden Integralien: 


dx Cos.xdx 
ſa Faro: ‚ 
zufammten gefaßt, hat man Folgendes: 
1. Wenn a und b pofitiv vorauggefeßt werden, und es ift: 
a) die Größe c negativ, 
b) die Größe c pofitiv und an die Bedingung 


ac 
gebunden, 
c) die Größe c poſitiv und an die Bedingung 
at+-c<b 
gebunden, 


fo wird man diefe Integralien nach den Gleichungen (148) und 449) 
unter reellen Formen darftellen künnen. 
1. Wenn außer a und b audy c pofitiv vorausgeſetzt wird, und 
man hat: 
a+-c>b, 
fo wird man die vorgelegten Integralien aus den Sleichungen (146) 
und (147) der vorhergehenden Nr., mit Zuziehung des dort ange- 
führten Falles c), ebenfalls unter reellen Formen dargeftelit- er» 
halten. 
II. Wenn a, b, e pofitive Größen find und man hat: 
a+-c=b, j 
fo wird man diefe Integralien nach beiden Methoden durch reelle 
Formenwerthe ausgedrüdt erhalten. 


87. Don den in den beiden letzten Nrn. behandelten Integralien 
kann man fehr leicht das folgende Integrale: 


dx 
er Ve-rßx2 
wenn nur a pofitin if, abhängig machen. 
a) Wenn außer a auch 8 pofitiv vorausgeſetzt wird, feße man: 
x? — atang.y?, 


fo geht dx in vs reger] Cos.ys Aber , und man hat: 
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dx — 2Vo8 dx 
Feen: = 2Yaß ſcœœ⸗ Cos.2y ’ 


a=aßıfa, b=2yYa, = apa 
geſetzt worden if. 

b) Wenn 8 negativ ift, fee man: 
fx? = aSin.y?, 


wodurch erhalten wird: 
dx Cos.yd 
— —— =: 2Yaß (= — Cos.2y ’ 
wo der Kürze wegen: 

a=20dıBfa, b=2ya, c=-Pa, 
angenommen ward. 

38. Fahren wir in der Mittheilung von Anwendungen der ver- 
fhiedenen SIntegrationsmethoden fort und wenden uns zunächft 
an die Fundamentalgleihung II. Nr. 38 oder an die aus derfelben 
abgeleitete Gleichung (9) Nr. 40, fo erhalten wir, wenn in diefer 
Gleichung (9) x in (m+ny-1)x, alfo dx in (m+ny-i)dx umgefept 
wird, die Gleichung: 

fe er AmenyY2) dx — et gar 
ober: 

Se” (mCosnz—nSin.nx) dx-+y-1 fe”"(nCos.nx - mSin.nz)dx — 
. — e””(Cos.nx+y-1Sin.nx) ; 
durch Sleichfeßung der reellen Theile erhält man: 

m e”"Cos.nxdx—n [ e”"Sin.nxdx = e”’Cos.nx , 
daher bat man auch: 
n f e”"Cos.nx dx-+m ( e”"Sin.nxdx — e”"Sin.nx . 

Aus diefen zwei Gleichungen findet man folgende SIntegralbeftim: 
mungen: 
mCos.nx-+nSin.nx 


— e + Const ) 


fe""Cos.nx dx = 

(150) 
mıG; dx mSin.nx—nCos.nx 
Se” Sin.nxdı = a 


wo m und n beliebige conftante Größen vorftellen. 
Wird ferner der Kürze wegen: 
M = mCos.ox+n Sin.nx en, 
m3-+-n? 


27 . Const. 
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M— mSin.nx—nCos.nx Fu 
ın?-+-n? 
geſetzt, und differenzirt man die Gleichungen (150) p mal nady einander 
in Bezug auf m, fo erhält man: 
’ arm 
fx? e""Cos.nzdz = ı 


+ Const. 
(151) 
f se Sin.nxdıx — in + Const. 
me 


Die Werthe diefer zwei Integralausdrüde fann man auch, mie 
in der folgenden Nr. gezeigt werden fol, durch Recurſionsglei⸗ 
dungen beftimmen: es ſtellen demnach Die zwei Ichten Gleichungen 
die Auflöfungen diefer Recurfionsgleichungen nder der Gleichungen 
(152) und (453), (154) und (455) der folgenden Pr. dar. 


89, Wir gelangen am fehnelften durch die fogenannte theilmeife 
Integration (Anmerkung zu Nr. 56) zu diefen KRecurfionggleis 
dungen. Gebt man in die Gleichung (4) Nr. 38: 

d. fix) = e"Cos.nxdxz und Fix) =x!, 
fo giebt die erfie der Gleichungen (150), | 


mÜ(os.ax-+nSin.nx mx 


f(x) = F— ee, 


und wegen 
d. F(x) — pxf'dx, 
bat man folgende Recurfiondgleichung: 
(m?-+n)u, +pmu,_ ‚+pav,_, = zP e"*(mCos.nx-+nSin.nx), (152) 
wo der Kürze wegen, 
np — fa"e”"Cos.nzdx, (0) 
up = (xPe""Sin.nxdz, 
gefeßt worden ift. 

Wird ferner in derfelben Gleichung (2) folgende Annahme ge 
troffen: 
d. f(x) z eSin. nx da md Fa)=r , 
fo erhält man, mit Beachtung der zweiten der Gleichungen (150), 
folgende Recurfionsgleichung: 

(m?+n2)v +pınv,_‚—pnu,_; = ze""(mSin.nx—nCos.nx) . (159) 

Laßt man in der vorhergehenden Recurfionsgleichung p in p+ 1 
übergehen, dann hat man auch: 
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Cos.xdx 
a+b Cos.x + c Cos.2x —- 


_ af dx’ _ af dx is 
41 b-+4A+4cCos.x 7 D—4+1Cos.x 


Da in allen jenen Fällen, in denen 1 einen reellen Bei 


annimmt, die SIntegralien rechts der Gleichheitgzeihen nach Nr. : 
und mithin auch die vorgelegten Integralien durch reelle Form. 
darftellbar find, fo wird es von Mugen fein, jene Fälle berausie | 


heben, die für 4 einen reellen Werth darbieten. 

Zuerft ift diefe Größe 4 reell, wenn c negativ ift; denn beden 
man die am Schluffe der vorhergehenden Nr. gemachte Bemerkun;, 
fo fann man a und b jedesmal als pofitive Größen vorausſetzen, 
woraus fofort die Richtigkeit unferer Behauptung einleuchtet. 

Ferner ift diefe Größe veell, wenn e pofitiv ift und zwar: 


a) Wenn mau 
e=Z=a 


bat, weldyes ebenfalls beim bloßen Anblicke des Werthes von 49 m: | 


leuchtet. 

b) Wenn das Berhalten von c zu a ein beliebiges ift, jedoch die 
in der vorhergehenden Nr. durch n bezeichnete Größe einen image 
nären Werth annimmt. 

Sn der That, da a und b pofitiv vorausgeſetzt werden können, 
fo kann n nur dann einen imaginären Werth annehmen, wenn man: 


b>a+c, 
bat Beſteht nun diefe Ungleichheit, alfo auch dieſe: 
be > (a+c)®?,, 
fo bat man: 
b? — 8c(a-c) > (a-+c)?—8c(a—c) 
oder: 
22 > a? — 6ac + Ic? 
oder: 


PS? > (a—3c)? ; 
alfo RP ift größer als die pofitive Größe (a—Ic)?, daher if 4 
reell, w. 3. b. w. 

Wir verweilen nicht bei der Unterfuchung über die Befchaffenhril 
der Größe 1, wenn n reell ausfällt; denn, da alsdann um fo meht 
die Größe m ald reell angenommen werden darf, fo genügt ein 
einfaches Hinweiſen auf das in der vorangehenden Nr. Mitgetheilte, 
um zu erfehen, daß es gerade diefer Fall ift, in dem die dort ge 
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fundenen Refultate die fraglichen Integralien unter reellen Formen 
Darftellen. 


Die Ergebniffe betreffend die beiden Sntegralien: 


dx Cos.xdx 
(= Cos.x-+ c Cos.2x ’ (= Cos.x-+c Cos.2x ’ 
zufammen gefaßt, bat man Folgendes: 


1. Wenn a und b pofitiv vorauggefeßt werden, und e8 ift: 
a) die Größe c negativ, 
b) die Größe c pofitiv und an die Bedingung 


a c 
gebunden, 
c) die Größe ce pofitiv und an die Bedingung 
at+c<b 
gebunden, 


ſo wird man diefe Integralien nach den Gleichungen (148) und 449) 
unter reellen $ormen darftellen künnen. 


11. Wenn außer a und b audy c pofitiv vorausgefeht wird, und 
man bat: 
arc>b, 
fo wird man die vorgelegten Integralien aus den Gleichungen (146) 
und (447) der vorhergehenden Nr., mit Zuziehung des dort ange 
führten Falles c), ebenfalls unter reellen Formen dargeftellt- er⸗ 
halten. 


IH. Wenn a, b, e pofitive Größen find und man hat: 
arc=b, , 
fo wird man diefe Integralien nach beiden Methoden durch reelle 
Formenwerthe ausgedrückt erhalten. 


87. Bon den in den beiden Teßten Ten. behandelten Integralien 
fann man fehr leicht das folgende Integrale: 


dx 
S a+B'x2+ Va-rßz? ' 
wenn nur a pofitiv ift, abhängig machen. 
a) Wenn außer « auch 8 pofitiv vorausgeſetzt wird, feße man: 
al = atang.y?, 


ſo geht dx in V:: F en Cosa über, und man hat: 
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dx — ayaR dx 
[- +Bz2r Vor Va (= Cos.y+c Cos.2y ’ 


a — a’B+Ppa , b= 2B»ya, c= a—B'a 
geſetzt worden if. 

b) Wenn 8 negativ ift, fee man: 
== aSin.y?, 


wodurch erhalten wird: 


dx — 2VoB Cos.ydy 
rer = 2Vaß (= Cos.y-+c Cos.2y ’ 
wo der Kürze wegen: 
a=2aprßa, b=2ya, = Pia, 

angenommen ward. 

38. Fahren wir in der Mittheilung von Anwendungen der ver: 
fhiedenen SIntegrationsmethoden fort und wenden uns zunähi 
an die Fundamentalgleichung IT. Nr. 38 oder an die aus bderjelda 


| 


abgeleitete Gleichung (9) Nr. 40, fo erhalten wir, wenn in diem . 


Gleichung (9) x in (m+nyY-A)x, alfe dx in (m+ny-i)dx ‚umgeiett 
wird, die Bleichung: 
f ee uy-i mn. 1)dx — ers erxy 7 
oder: 
fe” (mCosnz—nSin.nx) dx-+ Y-1 fe””(nCos.nx + mSin.nx)dx = 
— e””(Cos.nx+y-1Sin.nx) ; 
durch Gleichſetzung der reellen Theile erhält man: 
m e""Cos.nxdx—n [ e""Sin.nxdx — e”’Cos.nx , 
daher hat man auch: 
n | e”"Cos.nz dx+m f e""Sin.nxdx — e"”Sia.nz . 
Aus diefen zwei Gleichungen findet man folgende SIntegralbeftim: 
mungen: 
fe"Cos.nx dx = 


mCos.nx-+nSin.nx 
in m . Const cn) 


fe" Sin.nxdx — ——— 
wo m und n beliebige conſtante Größen vorſtellen. 
Wird ferner der Kürge wegen: 


mÜos.nx*+n Sin.nx ux 
m?-+-n? 


e + Const. 
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mSin.nx—nCos.nx _mx 
M= nn te 
gefeßt, und differenzirt man die Gleichungen (450) p mal nach einander 
in Bezug auf m, fo erhält man: 


far erCos.nx dx — u + Const. 


(151) 
f se Sın.nxdx — * Const. 


Die Werthe dieſer zwei Integralausdrücke kann man auch, wie 
in der folgenden Nr. gezeigt werden ſoll, durch Recurſionsglei⸗ 
chungen beſtimmen: es ſtellen demnach die zwei letzten Gleichungen 
die Auflöſungen dieſer Recurſionsgleichungen oder der Gleichungen 
(152) und (153), (154) und (155) der folgenden Nr. dar. 


89. Wir gelangen am fihneliften durch die fogenannte theilweife 
Sntegration (Anmerkung zu Nr. 56) zu diefen KRecurfionggleis 
dungen. Gebt man in die Bleihung (4) Nr. 38: 

d. fix) = e”Cos.nxdz und Fa)—at, 
fo giebt die erfte der Gleichungen (150), 
mCos.ax+nSin.nx „ . 
rn te, 
und wegen 
d. Fix) — paxf""dx , 
hat man folgende Recurſionsgleichung: 
(m?-+n3)u, +pmu,_7-+Hpnv,_; — xPe"*(mCos.nx+nSin.nx), (152) 
wo der Kürze wegen, 
np = fx’e Cos.nzdz , (o) 
up — (zPe""Sin.nxdx, 
gefeßt worden ift. 

Wird ferner in derfelben Gleichung (4) folgende Annahme ge 
teoffen: 
d. f(x) z e”Sin.nxdx md Fa)—= , 
fo erhält man, mit Beachtung der zweiten der Gleichungen (150), 
folgende Recurfionsgleichung: | | 

(m?+n?)v, +pm 


Un PRU,_ı 


Laßt man in der vorhergehenden Recurfionsgleichung p in p+ 1 
übergehen, dann hat man auch: 


=z’e”*(mSin.nx—nCos.nx) . (159) 





132 Sntegraltehnung. II 91. 


f (nA, — mB;,)dy — 
g(2npy) — Cos.2mpy 





Irene [2 Cotng. 3] + (-1) 


(7) 2] 


k=p—1 

, | 

+ > en C. (162) 
pP — p Cos. * — q(ny)Cos.my 


f (mA: — nBo)dy_ — 
g(2npy) + Cos.2npy 





(-1)K Sin. Er log. | F{ny)-Cox. (x 24 ay) I igen- Con (w & En ) C. (163) 


I, 
ki 
f (nAg -+ mB;)dy — 
g(2npy) + Cos.2mpy 
kep—i 
= = (-4) Sin. . arc.tang. ___ Gılay)Sin.my + C. (164) 


Cos.k’ z —o(ny)Cos.my 


wo der Kürze wegen k’ = * geſetzt wurde. 


Dieſe vier Gleichungen, die ihren Urſprung in den Gleichungen 
(440) und (149) haben, beſtehen, wie dieſe Gleichungen, für alle 
ganzen Bahlenwerthe von p und q, die den Bedingungen: 

pP = 4, und p+tg=o0, 
Genüge thun. 
Eben fo entipringen aus den Gleihungen (182) und(143), wenn 


k’ in der obigen Bedeutung auftritt, folgende Gleichungen: 
(mA; Bdy 
g(2npy) — Cos.2mpy 


En 


>23 (-t*Sin. Thrlog, g(ny)—Cos. (F+ guy Tem). . (165) 
Eny)—Cos. (= -ny) 


f (nA; —mBz)dy — 
g(2npy)—Cos.2mpy 


n 7 
— —_1 > (-1)* Sin. Ikr aretang öů + C. (166) 
P ku p Cos my—g(ny)Cos. = 
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-(pCos. nx -nx Sin. nx) = 
= n? ( xPCos.nxdx + p(p-1) xCoS. nx dx, (159) 
" z’="(pSin.nx—nxCos.nx) = 
= n? f xP Sin.nx dx-+p(p—1) S xP"Sin.nxdx, (160) 
welche ebenfalls für alle Werthe von n und für alle ganzen Wertbe 
von p beftehen. 
94. Gehen wir noch einmal zu den Gleichungen (140) bis (143) 
Ne, 81 zurück, und fegen dafelbft: 
x = (m+ny-i)y, 


wo m und n beliebige, von x unabhängige, reelle Größen vorftellen. 
Wird num dee Kürze wegen: 


ee +eT7=2gy), 
gefegt, fo hat man auch, wenn gı(y) die abgeleitete Function von 


90y) oder den Differenzialguotienten von y(y) nad) y vorftellt, die 
Gleichung: 


ei — 205) 
und es entſtehen folgende Gleichungen: 
Cos.qx — g{ngy) Cos. my —y-igılngy)Sin.mgy , 
Cos.px = g(npy) Cos.mpy— Y-igı(npy)Sin.mpy , 
Sin.gx = gingy) Sin.mqy+y-igı(ngy)Cos.mgy , 
Sin.pz = Fapy) Sin.mpy-+y-4igı(npy) Cos.npy , 
Bedenkt man ferner die Gleichheiten: 
2p () ꝙ (2) = g(xtr) + g(x—z), 
> 2g1()g4(2) = g(x+z) — glx—z) , 
27) plz) = Pılx+2) — pılx-2) , 
2g71(x)y(z) = Yılx+Z) + Qılx—z), 
wie auch die Gleichungen: 
go(o) =4, gılo) = 0; 
fo ergeben fich folgende Gleichungen: 


Cos.gg __ Ylatp-gDy]Sin.mip+qy + glnp+qy]Sin.m(p—g)y 
Sin.px - g(2npy) — Cos.2ınpy 


_ ya gıln(p+q)y]Cos.m(p—g)y + gıln(p—qg}y]Cos- a 
, g(2npy) — Cos.2uıpy 
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Sin.gqx _ g[n{p—g)y]Sin.m(p-+-gq)y — alntp*g)y]Sin.m(p—gq)y 


Cos.px - g(2npy) + Cos.2Zmpy 
ya gılntp+g)yJCos.m{p—g)y — gılatp—g)ylCos. — 
q (2npy) + Cos.2mpy 


Sin qx ꝗla(p x ICos wꝙ y la(p ICos. m(p q 





Sin.px — 4(2npy) — Cos.Zmpy 
_ yı SEP ZDrlSie.mprgy — alnptgySiamp—gy 
y(Zapy) — Cos.2mpy 
Cos.qx _ gl[ntp+g)y JCos.m({p—g)y + gq|n(p—g)yJCos.m(p-+-g)y 
Cos.px g(20py) + Cos.2mpy 


“ya Yıla(p-—-q)yJSin. m(p-+-q)y + Gılnlp+g)y]Sin. mp—gy 


9 (2npy) + Cos.2uıpy 
Menn ferner, der Kürze wegen, folgende Gleichungen feftgeftelt 
werden: 
A, = g [n(p—g)y]Sin.m(p+g)y + $ [n(p+-giy]Sin.m(p—g)y , 
B, = gıla(p+g)yJCos.m(p—g)y + gıln(p—gQy]Cos.m(p+g)y , 
A; = pl[n(p—gy]Sin.m(p+g)y — 9 [n(p+g)y]Sin.m(p—g)y , 
B, = gıln(p+g)yJCos.n(p—g)y — gıla(p—gyJCos.m{p-+-q)y , 
A; = p[a(p+g)y]Cos.m({p—g)y — g [n{p—g)y]Cos.n(p-+-g)y , 
B; = gıla(p—g)y]Sin-m(p+g)y — gıla(p+g)y]Sin.m(p—g)y , 
A, = g [n(p+qQ)yJCos.m(p—qg)y + 9 [n(p—g)y]Cos.m(p+-g)y , 
B, = gıla(p—g)y]Sin.m(p+g)y + gıln{p+g)y]Sın.m(p—g)y , 


und die Gleichung 
dx = (m+ny-i)dy, 


berüdfichtiget wird, fo erhält man: 








Cos.qx | _ mA, +nBı+Y-1(nA, —mBı) 
Sin.px * — o(2npy) — Cos.2ınpy Yı 
Sin.qz , _ mAs—nBs+yY-IlnA;-+ mB;) , 
Cos.px g(2npy) + Cos.2mpy Yı 
Sin.qx _ mA, -+- nB; + v-inA—mB;) 
Sin.px = g(2npy) — Cos.2ımpy dy, 
Cos.gx , _ mA,—uB, + y-i(nA, + mBy) 
Cos.px = y(2npy) + Cos.2mpy y 


Ganz auf demfelben Wege und mit Zuziehung der Gleichungen (e) 
Nr. 81 gelangt man auch auf folgende Gleichungen: 


« 


= 
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log.Sin.z = Hlog4 + Helen) Cos.my] 
+ y-1.arc.tang. I} * —Cotang. 7: 
) 


log.Cos.57 = 4log+-+ 4log.[g(ny) -+ Cos.my] 





n 
5 
—VWVi. aretang.| *F tang. > , 
6) 
log.Sin. (0 4 5) = +log.} + +log.[g(ny) — Cos.(28-+ my)] 
mil 
+ y-1 erc.ung. | (2) otung.(0+ 2 ) , 
#\2 





log.Sin.(@—7) = $log.4 + +log.[g(ny) — Cos.(?8 — nıy)] 





(2) =)! 


— y-iarc.tang. 5 Cotang. — 2 1 
2) 


und aus den zwei letzten Gleichungen folgert man endlich: 
log.Sin.(8 +7) Sin.(0—7) = 
— log.++ + log.[g(ny) —Cos.(20 + my)] [(ny) — Cos. (29—my)] 
ny)Sin.m 
+ y- tg  esmy , 
0 Sin.(® -+ 5) — 410g. ꝙ(ny) — Cos. (28% + ıny) 
& Sin(e—%) giny) — Cos.(26 —my) 
gı(ny)Sin.20 
Cos.my — g(ny)Cos.29 
erden alle diefe Ergebniffe in die zu Anfang diefer Nr. citirten 
Gleichungen eingefeßt, und die imaginären von den reellen Theilen, 
nach bekannter Weife, gefondert; fo ergeben fich folgende neue In⸗ 
tegralbeftimmungen: 


+ y-1arc.tang. 


(mA, + nB,)dy — 
gq(2npy) — Cos.2mpy 
1 
= 2p |log.[g(ny) — Cos.my] + (-1)""Tlog.[g(ny) + Cos.my] } 
k=p—1 
+ 5 (-DkCen. S kerleg, N Flny)-Co (my) } j Fur)-Ca -ay)} + €. (161) 
k=1 
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f (nA, — mB,)dy — 
g(2npy) — Cos.2ınpy 





— neue” n Cotng. 75 3] + (-1) ing. za 
Yulny)Sin.my 


(-1)"Cos. Ri kn .arc.tang. —  —r C «de 
Cos. *— g(ny)Cos.my 


f (mAg — nBz)dy — 
g(2npy) + Cos.2mpy 





k=p—1 


km 


= > (-1K Sin FE log. | Flay)-Con (x = +ay)} Iguy- Coe (x E my) } +C, (16h 


k=1 


f (nAs+mB)dy — 
g(2npy) + Cos.2mpy 
kp—1 


—! (-4)* Sin. gen arc.tang. __ Gılny)Sin.my +C. (de 
r 2 Cos.k’ = 3 —Plny)Cos.my 


wo der Kürze wegen k’ = — geſetzt wurde. 


Diefe vier Gleichungen, die ihren Urfprung in den Gleichungen 
(440) und (144) haben, beftehen, wie diefe Gleichungen, für ale 
ganzen Bahlenwerthe von p und q, die den Bedingungen: 

pP >41, und pt =0, 
Genüge thun. 
Eben fo entfpringen aus den Bleichungen (142) und(143), wenn 


k’ in der obigen Bedeutung auftritt, folgende Gleichungen: 
(mA; -+ nB;!dy 
4(2npy) — Cos. Zmpy 


122* c (= 
2 | — + 
=-,n (-t)*Sin, „ka log ‚an “ guy) Co (my) +C. (165) 
" Hlay)—Cos. (= — gay)—Cos. ("= — my) 
f (nAs-mBo)dy_ _ 
g(2npy)—Cos.2mpy 
= 





Sin. 
-1) (-1) "Sin. Ik are. tang. an + C. (166) 
— Cos my- (ny)Cos. & = 
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f (mA, —nB,)dy 
g(2npy) + Cos.2mpy 


kp 
o(ny)—Cos. ze ztm 
pP >23 2 ——— ;- my) 


f (nA, + mB;)dy 
‘ ) g(2npy) -+ Cos.2mpy 


—⸗ 


k=p 


4 * k'ır aıulny)Sin.k’ z 
— —_ (-1)"Cos. q arc.taug. ——————.+C. (168) 
p 2 Cos.mny—g(n )Cos.k‘E 
| 0s.ny-=giny ' 2 


welche jenen ganzen Werthen von p und q entfprechen, die den 
Bedingungen: 





pP-9= 1 und p+q >o, 
nachkommen. 
92. Die Gleichungen (161) bis (164) beſtehen auch noch für 
4 3 — p; 


wird daher in den Gleichungen (164) und (163) dieſe Annahme ge- 
macht, fo bat man zuerft, 

A, = Sin.2upy , Bı = 9, (2npy),, 

A; = —Sin.2ınpy, B = — gı(2npy) , 
wodurch dann die angeführten Gleichungen in folgende übergehen: 


fear une .‚Zinpy + nyı(2npy) 


dy — 
—Cos.2ınpy + g(2npy) 


z10g. \$(ny) — Cos.my] [g(ny) + Cos.ıny] 


a 
1 * 7 
"2 log | Htapı—Cos (7 + ay)| —D -ay)| +C. 
—=i 


—mSin.2mpy + nyı(2npy) 5 


Cos.2mpy + g(2npy) _ 


k= 
1 _ 
+5 log.|g(ny)-Cos. (Fr +my)][p(ay)-Cos. (= -m my)l+ C. 
—X 
Die Integralausdrücke links der Gleichheitszeichen dieſer zwei 
Gleichungen kann man auch durch folgende Gleichungen ausdrücken: 


(Sinner — mSin.2mpy+*ng;(2npy) d 


- log.[p(2npy) — Cos.2mpy] -+C 
— 5 o ® n — . m « 
—Cos. FmpyHp(2apy) y 2p CBLPENPY py 
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Z—unSin.2mpyrnrl2apy) gy _ — 
f Cos.2mpy-+g(2npy) dy — 2p log.[$(2npy) + Cos.2mpy] * C. 


Wenn alſo A und B zwei willkührliche, von y unabhängig 
Größen vorftellen, fo entfpringen folgende zwei Gleichungen : 
£(2npy)-Cos.2ınpy = A [p(ny)—Cos.my][p(ny)-+Cos.my] 


x [p(ny)—Cos. (z + my)j[o(ny)—Cos. F —ny)] 


x [otay)—Cos. (= „my )][otoy)-Cos.(* —ny)] 
x. . 
x [pay)-Cu (PIE + my)][ptay)-C (= -my)] 
p(2npy)+Cos.2mpy = B[y(ny)-Cos. G -+my) || o{ny)-Cos. 6 -ıny)] 
x [pny)-Cos.(* Pr Hay) ][otay)-Cos. (7 -my)] 
x [Ptay)-Cos.( +my) [op ay)-Cos.(= -ny)] 
x. 
x [ptny)-cu. = +my)ji pDy)-Cal 55 I -ny)} 
Die zwei willführlichen Eonftanten A und B beftimmt man dadurch, 
daß man irgend eine Annahme über y trifft. Laffen wir, analog 


wie in Nr. 82, y ohne Ende abnehmen, fo geht: 
o(2npy) — Cos.2mpy ũber in 2(n2-+-m2)p2w? , 





play) — Cos.my über in 4(024m?)w? , 
wo © eine unendlich Elein werdende Größe bedeutet, und die vorigen 
zwei Gleichungen bieten folgende Refultate zur Beftimmung von A 
und B dar: 


p p p 

2 2 2 ? 

= B(1-Cos x) (1-Cos. =) (1-00. a) ... (1-Con ern) 
2p 2p 2p 2p 


4 4 4 & 
pt = 2°7-°a (Sin =) (Sin. 2) (sin.3r) (Sin e=0r) , 
2p 2p 2p 2p 
4 4 4 
2 2 22** B (Sin. z) (Sin. 5) (Sin.32) oo. (Sin Got) 1. 
4p "4p 4p 4p 
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alfo hat man: 
o(2npy) — Cos.2mpy = 


= p?[p(2ny) — Cos.2my] 


none [en -enk-e) 


= 24(Sin. 5) 
| olay) — Cos. (7 + my) | | play) — Cos. (7 — ny)] 
* 2(Sin. =) 


er sm)]pon-en(@- m] 
—— 


>. 


[ta — Con (PD + 9— & — Con (PD — 9— 





20 ⸗ hd (I) 
2+{Sin. eur) 
2p 
(2npy) + Cos.2mpy = 
& — Cos. (2 + ay) || te) — Con.(35 -ny)] 
FE N VE 
2 (Sin. 5) 
3 3a 
_ [vor — Cos. (7 2p + ny)] [vn — Con.(35 — 9— 
30 2 | 
27 Sin. 9) 
57 5 
& — Cos. (5 * *ay)] [or _ Con (35 — my) 
2:(Sin ») 
xı 2 2 2 nr nn 
[« ay)—Con (21h + ay)| — — m ) 
I N» A 1? I, an 


x 
| 2 (Sin eur) 
4p 








\ 
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93. Wir haben die Werthbeftimmung fo manches Integralaus- 
drudes von der Auflöfung einer Recurfionsgleichung abhängig yı 
machen geſucht: aus diefem Grunde erachten wir ed nicht für über: 
flüffig, wenigftens die Auflöfung der fogenannten zweigliederigen 
Recurfionsgleihungen bier noch aufzunehmen. 

Stellt man nämlich durch u, eine von der ganzen Zahl p abhän 
gige Größe oder Function dar, und hat man zur Beſtimmung von 
u, eine Gleichung wie die folgende: 

fpJu, + (Pu, =f'®, (A) 
wo f(p), f’(p), f(p) befannte Functionen von p find; dann wird diefe 
Bleihhung (A) eine zweigliedrige Recurfionsgleichung genannt. 

Um aus diefer Gleichung den Werth von u, ald Function von p 
ausgedrückt zu erhalten, fchlagen wir folgenden Weg ein. 

Man feke ftatt p nach und nad) die ganzen Zahlenwerthe: 1,2, 
3, ... p, fo erhält man folgendes Syſtem von Gleichungen: 

fu + fg = fl), 
2), + fo, = f’2), 
Bl; + FD = FR), 





f(p-1)Ju,_, * f(p-)u,_,=f”(p-i) , 
fpu, + pw. = f'p; 
werden diefe Gleichungen, ih der Ordnung wie fie bier aufgeftell 
find, mit den unbelannten Größen : 
,dlıdl,ı ec hir b 
multipliciet und hierauf abdirt, fo erhält man: 
fd + [Mf(1) + Rsf’(2y]u 
+ [Rsf(2) + Asf‘(3)]ug 
+ [Asf(3) + Af’(4)]us 
He 8 2... 
+ R,_sf{p—2) + 2, 1f/(p—DJu,_s 
+ 2,11) + fplu,_, + A,fpla, = | 
= U aD RE) ... M . 
Wenn dieſe willkührlichen Größen Ar, Aa, ... A, durch folgende 
zweigliederige Recurſionsgleichung: 
1) +, kp) =o, (a) 
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beftimmt werden, in der p aller ganzen Zahlenwerthe von 1 bis p 
fähig ift, fo geht die vorhergebende Gleichung über in: 
A, f{pju, = 

= — Af/(1)00 + uf’) + AD) + A) +. + ftp) ; (3) 
und wenn in die Gleichung (a) ftatt p nach und nady eine der Zah- 
len: 2, 3, &, ... p gefeßt wird, fo findet man: 
__,f) = 
Ag — hı f’(2) ⸗ 

— f(1)f(2) 
mtl P)E) ’ 


nn, ARE) 
* Fam" 


1, — np — — 
eh f (DEE)... PP ” 
daher geht die Gleichung (8), nach KBeglaffung des gemeinfchaftlichen 
Factors %,, über in: 
f(p)u, == 
— ray ECPIeCP—NF(P—2) - or 
-4)P fra) ZSP/LSPTEI PT > » EIS (2) 
N —— 
f’ 2 7 —* 24. 
Fr p—1 f 2) _EINET I) 
pe) 
Pig rt. . (2) 

.+ (171) Rp Mo — —— ‚ (B) 
welche Gleichung die verlangte Aufldfung der vorgelegten jweiglie> 
berigen Recurfionsgleichung (A) angiebt. 

Mit der Anwendung dieſes Ergebniffes auf einige befondere Fälle 
werden wir ung in den folgenden Nrn. befchäftigen. 


94. Man feke 
u ⸗ (= x’Pdx 
Va+hx? ' 


dann hat man, vermöge der Gleichung (68) Nr. 57, folgende Re⸗ 
eurfionsgleichung: 
2bpu, + a(2p—1)u pi >= Pl Yarbı? . 
Vergleicht man diefe Gleichung mit der allgemeinen Gleichung (A) 
vorhergebender Nr., fo if: 
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f(p) = 2bp, f/(p) = al2p—1), f'(p) = zT" Varbı? > 
folglich hat man mit Zuziehung der Gleichung (B) derfelben Nr. 
xTdx _ 
— 
ar P 2p—1 2p—3 2p—5 5 3 dx 
(6 2p—2 2p—& 2p—6' PET 


sei _° „ori, 34 (? J 2-1 „ap ı2p-5 
b° 











3p—2 2p—3 "2p—4 
_ (mp1 3 Mn-6 09-7 — | 
+ () DE * ven ur u (189. 


— r—-1 ‚ei ‚e-3. 5 3 
—-1 pP 1 ® 0 nn. 
tn (5) 2p 3 — 42 * 


Wird ferner, 
= it 
— 
geſetzt, ſo giebt die Gleichung (69) Nr. 57 die Recurfionsgleichung: | 
b(2p-H1)a, + 2apu, , = zT yarbx? ; | 


daher erhält man mit Buziehung dev Gleichung (B) folgende Auf 
Löfung : 





























xrtide _ 
Va+hx? 
_ (UF ): ‚2P—2, 24 2 2 (Fe 
—2p+1 6 4 "23 25° Va+bx? 
„er _», P_.2p-2; 2 ap 2P—2 0 
b 2p—1 (5) 2p—1 3p—3 
_fe 3 __ 2p—2 „and „ap-6 ı run ‚ Yırbr? „ 
+ (5) 32p—1 2p—3 2 * (2p+1)b . (170) 
1, 77- 2 2 232-3 27-4 4.x 
rar (: ) > pp 353 
95. Ferner feße man: 
u = fsPe’dz, 


fo bat man, wenn in der Gleichung (156) Nr. 90 m=41 angenom 
men wird, folgende Recurfiondgleihung: 


u, + pu,_ „=xree; 





da man bier 
fp=i1, fo) =p, FV=xre 


bat, fo geht die Gleichung (B) über in: 
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fx’ e"dx = 
= (1)? .1.23... p fe”dx 
„ji |), _2, 80, . Hör 
* 69 23. per 23...’ 
und wegen 
j ſe*dx = ee, 
bat man audh: 
ſxr e"dx = 





_ Ay rel _ NR 5, IE C. (171 
— (-1)7.1.2.3...pe 14 +7 133° h + + C. (171) 


Läßt man hier x in mx und e” in a übergeben, f bat man 


auch: 
(a? a’dx = 


(Ne 193..pfi-xig.a +0. a). — ——— ayP}-+C. (172) 


—Ag.aypti 

Beht ferner in der Gleichung (174) x in —* über, dann hat 
man: 

VGog.xy dx = 

— — Gog.x)4) VGog. x) 
— (-1P 4.23. .px]1 log.x+ EN. — ver nk (173) 

Läßt man endlich in der Gleichung (172) x in log.x und log.a 
in m übergehen, fo hat man aud): 

fx" "dogs? dx = = 


_ A)?" _ ın? _ (1m? 
= .1.2.. 1 1 mig.x+ -— (18:2)? .. 566 .x) —1* C. (174) 


96. Es ſei ferner 
„= f x’PCos.mxdx ; 
für dag vorliegende Integrale bietet die Gleichung (159) Nr. 90 
folgende Recurfionsgleichung dar: 
m’u, + Zp(2p—1)u,_ 4 = x’? -1(mxSin.mx+2pCos.mx) . 
Vergleicht man diefe Gleichung mit (A), fo hat man: 
f{p) mꝰpo, f’(p) = 2pl2p—1), 
f“p) = x’? (mxSin.mx-+2pCos.mx) ; 
bedenft man noch die Gleichung: 





1 
f Cos.mxdx = nz Sin.mx , 
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fe % Sin.x’Pdx = 
_4 1.2.3.4... (2p-1)2p 4 xfa 
— Vi (a+22)(a-+42). . [a+(2p)?] 172) va a} . * 6. 17) 


Wird ferner 
| op = fe Ve gin x?PHdx 
geſetzt ‚ fo findet man zuerſt die Recurſionsgleichung: 
[a+-(2p+1)?]u, — (2p+1)2pu,_, = 

= e V (Va. Sin.x—(2p-+1)Cos.x)Sin.x”? , (a) 
und mit Zuziehung der allgemeinen Gleichungen (A) und (B), wie 
der zweiten der Gleichungen (150) Nr. 88, erhält man, wenn ab- 
fürzend 


y(x) = 2 Sin.x „0 Sin.x’+ nen 
+ a(a-+1?)(a+32) .. . [a--(2p—1)?] Sin.z?pt1 (') 
1.2.3.45 0... 2p(2p-+1) 


und die Ableitung von (x) oder: 


— a142 co: _ (a-+1?)(a-+3?) «: 
wı(x) — alı+ Ta 4 gg u + 0.0. 


.+ (a+41?)(a+3?) . . . (arl2p—1) | . . [at+(2p—1)?] Sin.x”P | Cos.x (4) 
1.2.3.4...... (2p—1)2p 


geſetzt wird, folgende Gleichung: 
fer Sin.x’P’’dx = 


_ 4 1234... 2p(2p+i) 1 fa 
= 7% (ar Pyar39 .. [a+Q@p+17 Arte -+C.(180) 


Geht in diefen Gleichungen x in x + ” über, fo erhält man noch 
folgende zwei Gleihungen: 
S er" Cos.zPdx — 


4 123.0... 2p—1)2p 4 IM 
ap er Zr)! erY* +C.(181) 


f er" Cos. xꝰptiqx = 


4 A123... 2p(2p+i) 5, 4 V — 
= ae ap — +C. (182) 


wo die Wertbe von 
Hx+"), ala+n), via+?), wila+2) 


Luz) — 
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ohne alle Mühe aus den Gleichungen (8), (y), (8), (>) gefunden 
werden fünnen. 

Diefe Gleichungen befteben für alle pofitiven Werthe von a; die- 
felben beftehen fogar noch für negative Werthe von a, wenn man 

a) bei den Gleichungen (179) und (184) jene negativen Werthe 
von a ausſchließt, die numerifch gleicy oder kleiner als (2p)? find, 
und ganze Zahlen vorftellen, 

b) bei den Gleichungen (480) und (182) jene negativen Werthe 
von a ausſchließt, die numeriſch gleich oder Bleiner als (2p-+41)? find, 
und ganze Zahlen vorftellen. | 

In diefen angeführten Ausnahmsfällen hören nämlich die Recurfiong» 
gleichungen (a) und (a’), ihre allgemeine Gültigkeit beizubehalten, 
auf, daher muß auch ein Gleiches von den aus denfelben gefolgerten 
SIntegralgleichungen Statt haben. 

98. Läßt man nun in den Sfeichungen der vorhergehenden Pe. 
a in —a übergehen, und fchlieft man jene Fälle, deren zu Ende 
diefer Nr. Erwähnung gefchah, von der Betrachtung aus, fo gelangt 
man durchs Umſetzen der imaginären Erponentiellen in trigonome- 
trifchen Functionen zu den Werthen noch einiger nicht minder in⸗ 
tereſſanten Integralausdrücke. 

Verrichtet man dieſe Umſetzung zunächſt mit den Gleichungen (179) 
und (184), vertauſcht dann Ya in m und feht abkürzend: 





8 2(m3-92 . 
ex) =1—  Sin.x? + aaa Sa — ..... 
m?(m?-22) . . . [m2-(2p-22?] .. 2 
FR - . Gpipp Sinx!, (a) 


und bezeichnet die „rating bon 5%) duch Dix), fo dag man 

9,(x) = m) Sın.x — 12. 2 Sin.xꝰd +... 2... 

21 (m2-22)(m2-4?)... [ m’-(2p-2)?] .. 
4.2.3.4... . 2p—1 


bat, fo erhält man, wenn zu beiden Seiten der Bleichheitszeichen 
die reellen von den imaginären Theilen gefondert und reſpektive 
einander gleich gefegt werden, folgende vier Gleichungen: 

f Cos.mx. Sin.x’"’dx — 


.+(-1) ‚x’?-1)Cos.x (P) 


= nr . M 005) Sin.mx+ — @,(xz)Cos.mx! + Const, „ (483) 
m 


Rande, Diff. m. Int. Rechnung. 10 
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Sin. mx. Sin. xedx — 
= AT . M | &(x)Cos.mx — — 9,2)Sin.mx} + Const. , (184) 
m s 
f Cos.mx.Cos.x’’dx = 
= en .M }o(=+5)Sin.mx + — 9, (x+#)Cos.mx| + Const., (185) 
f Sin.mx.Cosx’’dx — 
— ur .M | 9(<+3)Cos.mx — 1 a(x+5)Sin.mx } -+ Const. , (186) 
m m 
wo der Kürze wegen 
M 
gefeßt wurde. 


Verffährt man auf gleiche Weife mit den Gleichungen (180) und 
(482) der vorhergehenden Nr., und feßt ablürgend: 


2_42 
m’-i7 Sin.x? ...... 
4.2.3 


1.2.3.4... . . (2p-1)2p 
= (aim)... [m3X2p}] 


y(x) — m? |Sin.x — 


(m3-12m?-32) . . . [m$-(2p-4)? 
a n * Gin, ‚ (@) 


und die Ableitung von (x) oder: 


(x) = m? N 1— m’-4" Sın.z? + (m?-1?(mE-3°) S; x =... 
1.2 4.2.3.4 
(m?-12)(m?-3?) .. . [m3-(2p-1)?] 
1.2.34... 0.0 .. 2p 
fo erhält man auch folgende vier Gleichungen: 


f Cos.mx.Sin.x’T!!dx — 


+ (-1)P- Sin.xf}Cos.x, (8) 


= SL. M, | »(x)Sin.mx + Pi(x)Cos. mx Const., (187) 
f Sin.mx.Sin.x’’dx = 
(1 —— 
=. M, | P(z)Cos.ımx — — 2,(x)Sin.mx} -+ Const. , (188) 
f Cos.mx.Cos.x’P’!dx — 
— er .M, [v(z+Z)Sin.mx + 2 7, (x-+Z)Cos.mz} + Const. , (189) 
f Sin.mx.Cos.z’Tt!dx — 


1 
= a .Mı | Y(x+3)Cos.mx 2* 7, (x-+#)Sin.mx} + Const., (190) 
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wo ablürzend 


23H ..... 2p(2p-+1) 
Mı = (2-45m2-39) . . . [m?-(2p+2)2] 
geſetzt worden ift. 

Die vier Gleichungen (183) bis (186) finden für alle Werthe von 
m Statt, mit Ausnahme der geraden ganzen Werthe, die gleich 
oder Eleiner ald 2p find, und die vier letzten Gleichungen (187) bis 
(490) finden ebenfalls für alle Werthe von m Statt, wenn man die 
ungeraden ganzen Werthe, die gleich oder Feiner ald 2p-+1 find, 
ausnimmt. 

Wie man fich in irgend einem der fo eben erwähnten Ausnahms⸗ 
fälle zu benehmen habe, um die Werthe der fraglichen Integra- 
lien zu erhalten, wollen wir in dee nächft folgenden Nr. zeigen. 

99. Es fei das Integrale: 

u == ([Cos.2qgxSin.x’’dx , 
zur Beſtimmung vorgelegt, wo wir q und p als ganze Zahlen und 
q<p vorausfegen. Da die Gleichung (183) der vorhergehenden 
Nr. auf diefed Integrale nicht angewandt werden fann, fo wollen 
wir im Folgenden zeigen, wie dasfelbe auf andere darftelbare Snte- 
gralien zuräd zu führen fei. 

Zerlegt man das Product Cos.2gxSin.xz in eine Summe, fo hat 


man: 
Cos.2qx Sin.x —= 4Sin.(2q+4)x — 4Siu.(2q—1i)x , 


wodurch der vorgelegte Werth von u auf folgende Gleichung führt: 
1235 Sin.(2q+4)xSin.z’? dx — 1 f Sin.(29—1)xSin.xz’r” 1x ; 
ferner ift: 
Sin.(2q-+4)x.Sin.xz = 4Cos.2qx — 4Cos.(2q+2)x , 
Sin.(29—1)x.Sin.x = 4Cos.(2q—2)x — 4Cos.2qx , 
daher hat man durch Subftitution diefer Ergebniffe in die vorher⸗ 
gehende Gleichung folgende Reductionggleichung: | 
f Cos.2gx.Sin.x’?dx = —} f Cos.(2q—2)x Sin.x’?-?gx 
+ 4 [Cos.2gxSia.x dx —y+f Cos.(2q-+2)xSin.x’"-*dx . 
Ein jedes der Integralien rechter Hand vom Sleichheitszeichen ift 
dem vorgelegten Integrale ähnlich, daher läßt dasfelbe eine ähnliche 
Reduction zu; mithin leuchtet die Möglichkeit ein, das Integrale 
lintee Hand vom Gleichheitszeichen von Sntegralien, die entweder 
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f Sin.mx.Sin.x’Tdx — 
(1)? 1 , 
=... M $ @(x)Cos.mx — — S,(x)Sin.mx! + Const. , (18h 
f Cos.mx.Cos.x’Tdx = 
U 
= en .M| o(x+2)Sin.mx + — #,(x+7)Cos.mz | -+ Const., (ii; 
f Sin.mx.Cosx’Tdx — 

PT ‚m o(x+3)C 1 DS; c 
—— cʒ) os. mx — —_ @ı(x+3) in.mx} -+ Const., (icq) 
wo der Kürze wegen 

1.2.3.4. . (2p-1)2p 


M= a map] 
gefeßt wurde. 
Berfährt man auf gleiche Weife mit den Gleichungen (130) und 
(182) der vorhergehenden Nr., und fegt abkürzend: 


3_43 
(x) = En 
4.2.3 


(m2-12)(m2-32) . . . [m2-(2p-1)? F 
HAN TIER. nn: Sp +1 rt, ( 
und die Ableitung von x) oder: 


na) —=mf1-— = Sin.x? + ET Sin.x+ un 


. + („A EN ar Cos.x, (9) 


fo erhält man auch folgende vier Gleichungen: 
f Cos.mx.Sin.x’T'!dx — 


- 4 
= er. Mı | y(x)Sin.mx +7 2, (x)Cos.mx | + Const.,, (187) 
f Sia.mx.Sin.x""dx = 
(17 I nSi 
=. M. } #(z)Cos.mx — — m #(x)Sin.mx } + Const. , (189) 
f Cos.mx. Cos.x’P’!dx = 
— a. M, | 7(x+Z)Sin.mx + — = 2,(x+2)Cos.mz I + Cons. ‚a 
f Sin.mx. Cr rd — 


_1 
= a .Mı | #(x-+3)Cos.mx 2* 7 (x-+#)Sin.mx} + Const., (IN) 
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wo abkürzend 


FIR ..... 2p(2p-+4) 
Mı = (2122-30) . . . [m?-(2p+1)%] 
gefeßt worden ift. 

Die vier Gleichungen (183) bis (186) finden für alle Werthe von 
m Statt, mit Ausnahme der geraden ganzen Werthe, die gleich 
oder Eleiner ald 2p find, und die vier letzten Gleichungen (187) bie 
(190) finden ebenfalls für alle Werthe von m Statt, wenn man die 
ungeraden ganzen Werthe, die gleich oder kleiner als 2p-+1 find, 
ausnimmt. 

Wie man fi) in irgend einem der fo eben erwähnten Ausnahme» 
fälle zu benehbmen babe, um die Werthe der fraglichen Integra- 
lien zu erhalten, wollen wir in der nächft folgenden Pr. zeigen- 

99. Es fei das Integrale: | 

u == ([Cos.2gxSin.x’’dx , 
zur Beflimmung vorgelegt, wo wir q und p als ganze Zahlen und 
q<p vorausfegen. Da die Gleichung (183) der vorhergehenden 
Pr. auf diefes Integrale nicht angewandt werden kann, fo wollen 
wir im Folgenden zeigen, wie dagfelbe auf andere darftellbare Snte- 
gralien zurück zu führen fei. 

Zerlegt man das Product Cos.2gxSin.x in eine Summe, fo bat 
man: Cos.ↄqx Sin.x = 4Sin.(?q+41)x — 4Sin.(2q—1)x , 
wodurch der vorgelegte Werth von u auf folgende Gleichung führt: 

u = 3 [Sin.(29+1)xSin.x’dx—ıf Sin.(29—1)xSin.z’f’dx ; 
ferner if: " 
Sin.(2q+1)x.Sin.x —= 4Cos.2qx — 4Cos.(2q+2)x , 
Sin.(2q—1)x.Sin.x = 4Cos.(2q—2)x — 4Cos.2qx , 
Daher hat man durch Subftitution diefer Ergebniffe in die vorher⸗ 
gehende Gleichung folgende Reductionsgleihung: 
f Cos. 2qx. Sin. x? dx = — 4 f Cos.(2q—2)x Sin.x’??dx 
+4 Cos.2gzSin.x’!-?dx — 4 f Cos.(2g+2)xSin.x’??dx . 

Ein jedes der Integralien rechter Hand nom Gleichheitszeichen ift 
dem vorgelegten Integrale ähnlich, daher läßt dasfelbe eine ähnliche 
Reduction zu; mitbin leuchtet die Möglichkeit ein, dag Sntegrale 
linker Hand vom Gleichheitszeichen von Integralien, die entweder 


— | | rn u - . 


D 
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geht hier x in xy-1 über, fo hat man auch: 
bie dx 4 1 
CX X 
= er — FE. 
 Vbrrctıt 
Werden diefe Bleichungen addirt, fo erhält man: 
xV 2bc 


Vbi+eix' = - log. —— 
— 4Y2be xV2be 
1— — 
_xV2be _ 
+7 ZI arc.tang. Von -+ Const,; 
geht in diefer Gleichung ce in cv-1 über, ſetzt dann 


vA= usyvaoı 


+ 





(1%) 


und zieht die Gleichungen (a) Nr. 81 in Betrachtung, fo erhil 


man zunächft folgende Gleichung: 
f y b?-c2x‘ a 1 N b2-+2bcex? — c2x5+2 Ybe.x Vb2—cixt 


b2-+-c?x? ** »Ye °5 h2-+2bex?—c2xt—2 VYbc.x Yb?—cixt 


QYhe.x Vh?—c2x* t 
+ ee. ‚tang. — — Const., 


aus welcher auch folgende Gleichung gezogen wird: 
c b—cx2\? 
era - —_ı ( ” Vi ) — 
Dre — gYbe IV: x j / =) 
b b-+-cx? 
b+cx? 
zz Vi 





J—— tung. ı- @ye-Ves) “ 
b cx? 


und hieraus endlich: 


4 +V —F V —— 
J ’ 4 b b+cx3 





— — — — lo. — — — nn 
b?-+c?x3 4Vbe 5 f c b—cx? 
— — X — — 
b b-++-cx? 
1 7 T 

* arc.tano c b+ex +C. 





3yYbce  ° 5* b—cx? 


1 


an | 
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Außer diefen Gleichungen läßt fi) aus den obigen Gleichungen 
noch ein Zuſammenhang zwifchen zwei SIntegralien ableiten, von dem 
wir erft bei Gelegenheit der näherungsweifen Berechnung beftimmter 
Sntegralien Gebrauch machen werden. 

Berüdfichtiget man nämlich die obigen Werthe von dx und I—x?, 


o erhält man: 
ſ h dx b—cz? dz 


4—x? — Ahr Vh!+(2be—a2)2°-+c22: ’ 








oder auch: 
b-+cz? dx dz 


nun führt die obige Gleichung (x), welche den Zufammenhang zwi- 
fhen z und x darftelit, auf folgende Gleichung: 


b-++cz? __ a 
b—02? ° Yar—ıbex? ’ 
daher bat man: 
dx dz 


Vi Var—ıbex®? Vhtrtobe—arzererzi ' 
die bis jeßt unbeftimmt gelaffenen Conftanten a, b, c kann man ber- 
geftalt beftimmen, daß 
b2-+(2be—a2)22+c?2? — u2(1—2?)(1—a?z}) 

werde, man feße zur Realiſirung diefer Gleichung: 

a = ulira), b=u, c=au, 
fo geht diefelbe in eine identifche über; wird diefe Subftitution voll⸗ 
zogen, fo bat man: 

’ dz 1 dx 


Yı-2yi- a Ira very: eye 


1+0 
Da die Integralfunctionen diefer zwei durch das Gleichheitszeichen 
verbundenen Differenzialausdrüde diefelben fein müſſen, wenn der 
Zuſammenhang zmwifhen x und z nach Gleichung (a), der gegen- 
mwärtig in folgenden übergeht: 


_ (Ai +a)z 
*x7775 m 





wiederum hergeftellt wird, fo hat man auch: 
f dz 4 f dx 
—  Ata' vayı - (Je "an 


1+a 
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welches die angekündigte Gleichung ift: gelingt ed num einen diefer 
Integralausdrücke zu beftimmen, fo hat man fofort, mit Zuziehun 
der vorhergehenden Gleichung (I), auch den zweiten diefer Integral 
ausdrücde beftimmt. 

Geht, nach der Ubleitungsmethode, in diefen Gleichungen z ir 
Sin.z und x in Sin.x über, fo hat man, beim Gtattbaben de 
Gleichung: 


‚,. .  (A-+ eo) Sin.z 
| Sinx ar 7 
die mit der folgenden: 


Cos.z. Yi—ı22Sin.z? 


Cos.x = 1 -+ aSın.z? U 
gleichbedeutend ift, die Drehung: 
— — al FF an 
Yı—a!Sin.z? a) V:- (sin. no u 
I+% Sin.x2 


bon welcher ein Gleiches, wie von der Gleichung (II), ausgefat 
werden Tann. | 

102. Wenn n was immer für eine ganze Zahl bedeutet, fo keit 
eine der Gleichungen (87) — (92) Nr. 65 den Werth bes Int 


gralausdrudes: 
f- dx 
, 1+x 


bar; zeigt man den Werth diefed Integrals durch (x) an, fo Mi 
man die Bleichheit: 


if 
hat, dann kann man, nach der Methode der Ableitung, fatt x jet 
Bunction von x feßen, wodurch die Werthe neuer Integralien ge 
mwonnen werden. Läßt man 





ax 
xin — 
b-+ cx® 
übergehen, oder feßt man: 
az 
> 7 ‚ (e) 
vb + cz" 
fo bat man: 
dx _ ab dz 
i+x" b+(c+anze'n ’ 


b-+cz" 
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multiplieiet man diefe Gleichung mit b+(c+ a”)z", weldye Größe, 
vermöge der Gleichung (=), gleich 














ba’(1-+-x") 
a” — cz" 
ift, fo erhält man: 
n—1 
= de — dz _, , (8) 
a er Vb+ cz" | 
Wird nun c als pofitive Größe angefehen, fo feße man: 
az ve 
und man hat: . — 
[; “ _ _2 (4198) 
Vb+rcz" ye i—x 
wo nach der Gleichung («) 
x V (a’) 


if. Es hängt fomit das Integrale links vom Gleichheitszeichen in 
(198) von einem, an dem oben eitirten Orte bereits beftimmten In» 
tegralausdrude ab. Wird nach vollgogener Integration des Inte: 
grals rechts vom Gleichheitszeichen ftatt x der fo eben aufgeftellte 
Werth aus Gleihung (a’) eingefegt, fo hat man fofort den Werth 
des Integrals links vom Gleichheitszeichen. 

Hat aber c einen negativen Werth, fo ift —c pofltiv, und man 
erhält auf analoge Weiſe wie vorhin: 


f dz — dx (4199) 
DE De 
wo 
x — ve (a'') 
Yb-cz" 


if. Vollzieht man die Integration zur Rechten vom Gleichheitgzei- 
hen, und fubflituiet den Werth von x aus der letzten Gleichung 
(a), fo hat man auch den Werth des SIntegrals zur Kinken vom - 
@feichheitszeichen der Gleichung (199). 

Wenden wir uns noch einmal der obigen Gleichung (e) zu, fo 
finden wir zuerft: 
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ba» n 
— = (b.rcz’); 
erhebt man beide Theile diefer Gleichung zur Dot — —— dividirt 


dann die fo erhaltene Gleichung durch die obige Bleihung (8), ſo 
wird man auch auf folgende Gleichung geführt: 





f dz — ark f dx | 
Vohreze® Vo % Vear—cxre—kri | 
wo die obige Gleichung (a) den Zufammenhang zwifchen z und x 
angiebt. 
Sol aber die Gleichung (a’) den Zuſammenhang zwiſchen z um 
x anzeigen, fo bat man: | 


55— dz — — ——— . (l 
und wenn die vorige Gleichung (ce“) den Zuſammenhang von z und 
x anzeigen fol, fo erhält man: | 





[- dz * 1 [= dx I) 
1 Wird in diefen zwei Gleichungen k= 4 angenommen, fo erhält 
men die obigen ©leichungen (198) und (199); ferner lehren uns 
diefe Gleihungen den Sal k> >; 3 = und k <nin jenen, wo k>o 
und k <z = if ,‚ umfeben. 


4103. Nicht minder intereffant find die Beziehungen zwifchen Sn- 
tegralien von verfchiedenen Formen, die durch den folgenden Zuſam⸗ 
menbang zwifchen z und x erhalten werden: 

x — — (a) 
Ve-rbz" + c2” 
Es folgt aus diefer Gleichung zunächſt: 
1, 2a+bz" . dz 
n Zn 2n 
2 a+bz" + cz Vasen Doz 
und nunmehr wollen wir verfischen, verfchiedene Functionen von x mit 
diefem Werthe von dx zu multipliciren, um mit Zuziehung dee bier 
aufgeftellten Gleichung (a) verfchieden ausfehende Integralformen 
mit einander zu vergleichen. 


dx = ’ 
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LT. Beftimmt man aus der Bleihung (x) den Werth von I—x”, 
fo gelangt man auf folgende Gleichung: 


dx 1, 2a-+hz" ' dz 
1" 2 a-+bz" +2", 2% ’ 


a+hz" -+cz?” 


es ift aber, vermöge derfelben Gleichung (ca), 





a+b" Ha" T_, 
zu 
daher geht die vorhergehende Gleichung über in 
dx _ 4 2a-+bzu dz 
Ama m mM 073 
* Va-rbz"+cz 


ferner giebt diefelbe Sreihun (a): 


2a + b2" _ = — VmT (b’—4ac)x” , 
7,20 x" zZ" 


daher hat man auch: 
dz 


dx 
Sn ' 


x" V ka+-(b2—hac)x”” u zn Verbz" +02” 


4 o. 
2 
und wenn beiderfeits integrirt wird, erhalt — man folgende Gleichung: 


== Bere: — @ 


z® Va-+bz" cz? 


Obwohl feines diefer zwei Integralien angebbar ift, fo ift doch 
wenigftens fo viel gewonnen, daß man das Integrale links vom 
Sleichheitszeichen, dag eine zur Zn" Ordnung gehörende Wurzel 
größe oder irrationale Function enthält, von einem Integrale ab- 
hängig dargeftellt hat, das nur noch eine zweite Wurzelgröße enthält. 
Gelingt ed, annähernd wenigftend, dieſes letztere Integrale zu be⸗ 
fiimmen, dann bat man auch, mit Zuziehung der Gleichung (a), das 
Sntegrale links vom Gleichheitdzeichen beftimmt, und umtgelehrt. 

II. Sucht man aus der Gleichung (a) den Werth von 1— cx”, 


fo erhält man: 

dx 1 2a-+-hz" dz . 
n 5 ’ 
a+bz V a-+-bz" +c2”” 
ferner giebt dieſelbe Gleichung (a): 








(2a-+bz")? 


4a + (b>—Hac)z?" — 
. ( ac) a+bz" +cz”" 
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daher Hat man auch: m 
— — Vorbei 2, 
(-cx”")V4aH(b—bac)z?" 2 a + bz” 
diefe Gleichung mit der folgenden: 


b — *—, 
* 


V(a-+hz" + cz??)" 
die aus (x) gezogen wird, multiplicirt, erhält man: 
bx”dx 4 b2® dz 


(—cx") Via+(b?—4ac)x” 2 a+bz" re 

Wird diefe Gleichung zur erften der bier aufgeftellten Gleihunn 
addirt und von derſelben fubtrahirt, fo erhält man, wenn übel 
die auszuführende Integration angezeigt wird, folgende zwei Ok 
chungen: 


dz 
fe 
a+bz’-+cz”" 
— — — — ,/ 0 
(A—cx®) Vaa+(b’—Hac)x?" -x 


dz 
(— = 
(a+bz")Ya+bz" + cz” 


—— — (ui 
a (i—cx??) Via+(b?-—tac)x”" a J)i—cx”" 
von welchen Gleichungen dasfelbe, was von der Gleichung (5) Imt: 
getheilt wurde, ausgefagt werden kann. 


404. Aus den Gleichungen (8) und (z') der vorhergehenden M. 
laſſen fich noch einige Gleichungen ableiten, mit deren Mittheilun 
wir diefen Gegenftand fchließen wollen. 


{ 
I. Läßt man in der Gleichung (8) der vorigen Pr. x in - un 
z in - übergeben, fo bat man: 
J zidz fe _ 0-3 dr 

Sn 

— Vh?—4ac+sax”" 
welche Gleichung nur dann befteht, wenn man auch in der Gleichung 
(a) derfelben Ne. diefelben Umfegungen mit x und z vornimmt; wir 
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noch überdieß z* in z umgefebt, fo gebt diefe Gleichung (a), nad) 
Dorgenommener Umtaufchung von a mit c, in folgende über: 


x y a+b2-+cz2? , (c) 
und die vorhin aufgeſtellte Gleichung geht über in: 
f — — = 2n — de . (6) 
Va-rbz+cz? V b?—hac-Hicx” 
‚4 41 
II. Geht in der Gleichung (7’) der vorigen Nr. x in — und z" in 7 


über, fo erhält man, wenn, nach geſchehener Vertauſchung von a 
mit c, jwifchen z und x die Gleichung: 


x Varbzre® , (a‘) 
angenommen wird, folgende Gleichung: 


dz _ 
| un 7 a-+-bz-+c2? 
-h x 2dx n 2202 dx 
fe (8°) 
c (a—x”°) Vb2—Aac -+ Acx CJa—x 
Der befondere Fall dieſer Bleichungen, b=o, führt, für die 
Annahme: | 
x = YVatcz?, 
auf folgende Gleichung: 
dz zaR-21r 
S=— z—_n =% ; 
zYVa-+cı? a — x 
oder, wenn noch & ftatt x gefeßt wird, wodurch 
so — (ot) 
Ya-+cz? 


erhalten wird, man bat: 


f dz _ n f dx (200) 
Su — 2n ° 
z Va-+cz? 1- a 


Das Integrale vechts vom Gleichheitszeichen wird durch eine der 
Gleichungen (94) und (92) Nr. 65 dargeftellt, wenn man: 





m=o, p=n, m ya ſtatt x fegt , 
daher hat man auch, wenn nach vollgogener Integration ftatt x deren 
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Werth aus Gleichung (x) eingeführt wird, den Integralaustrd 
links vom Gleichheitszeichen beftimmt. 

Nimmt man endlich mit den obigen Gleichungen (=) und (2) 
folgende Umformungen vor: 


c=1, b+züuk, a=oa, k=—-$, K=ywdxüt: 
x 
fo erhält man folgende Gleichungen: 
Ku 
Va+ßz-ryz? 
und 
f dz 
2n = 
zy a+B2-+yz? 
x”dx dx 





N Varna mar” 
Verfährt man nun mit der Variabeln z genau fo, wie in Pr. 
46. mit der Variabeln x der Gleichung (26), aus Nr. 45 geſcheh, 
d. 5. läßt man zuerft z in A+z und 
ain a —B'+r, Bin 8'-2y', yiny 
übergehen, vertaufcht hierauf 


z in tz und «’ iu S, ß' in &, Yin , 
ſo erhält man, nach einigen Reductionen, folgende zwei Gleichungen: 
n 4 
x ya’ —, (a, 
Ve--Bz+y2z2 


und 





dz 
J (a+b2) Var-Bar723 

na? x"dx dx u 
. va [0-2 S (a3b2-Ax?") Y Aya2-+-Bx?" > | Bu 
wo zur Abkürzung: 

A = ab?—Bab-+ya? und B = M—hay, 
geſetzt worden ift. 

Der Zufammenbang zwifchen x und z, nad) Gleichung (a). 
wird nicht geftört, wenn man b in —b umfeht, wodurch dann dr 
Werth des Integrale ı 

% 


Zn 
(a—bz) Ya+ß2+yz? 
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durch eine ähnliche Gleichung wie (8) gegeben erfcheint; durch 
Addition und Subtraction diefer Gleichung und der Gleichung‘ (8) 
erhält man auch die Integralien: 


dz zdz 
S —— — (a2 —.b222) Vor Brryz 
durch foldhe Integralien ausgedrüdt, die nur zweite Wurzelgrößen 
enthalten. Vertauſcht man in diefen Gleichungen b in byv-i, fo 
erhält man audy die Werthe der Integralausdrüce: 


dz zdz 
S (e2-+ b222 Vor para S (a2-+-b322) Var 32 y23 
durch ähnliche, bios zweite Wurzelgrößen enthaltende Sntegralien 
gegeben. \ 
Für falle diefe leicht herzuftellenden Gleichungen beſteht der obige, 
durch die Gleichung (") dargeftellte Zuſammenhang zwifchen x und z. 











Drittes Kapitel. 


Ansdmittelung der Wertbe beftimmter Integralien. 


$. I. 


Einleitende Bemerkungen, und Unterfuhungen übe 
die Eonvergenz und Divergenz beftfimmter Integralien 
und unendlicher Reihen. 


4105. Sn den Mr. 33 — 35 des erften Buches der Sntegrak 
rechnung ftellten wir die allgemeine Bedeutung eines beftimmten I 
tegrals fell. Gemäß dem an diefen Orten Mitgetheilten, ift jede 
* beftimmte Integrale der Repräfentant einer algebraifhen Summe, 
einer aus unendlich vielen, unendlich Elein werdenden Gliedern je 
fammengefeßten Reihe, die ihren Urſprung in der zu integrirenden 
Differenzialfunction bat (Nr. 33). Seder der Ausdrücke (2) und (8, 
Pr. 34. ftellt das allgemeine Glied diefer Reihe dar; daher ift ver 
Allem, in jedem vorkommenden Falle, die Unterfuchung anzuftele 
nöthig: ob auch die fo eben erwähnten Ausdrüde (8) und (8) de 
Anforderung, im ganzen Bereiche der Integrationsgrenzen befländi 
unendlich klein werdend zu verbleiben, ein Genüge thun. 

Zum befferen Verſtehen des hierüber in Nr. 34 Mitgetheilten, 
Iaffen wir einige befondere Fälle folgen, die ganz in gleicher Ord 
nung den dort aufgeführten, allgemeinen Fällen entfprechen. 

I. Es fei das Integrale der Differenzialfunction x”dx von x= 
bi8 x = b oder das beftimmte Integrale: 


b 
Sx"dx , 
vorgelegt, wo a und bendliche, mit gleichen Zeichen begabte Wertbe 


vorftellen, von denen einer auch Null fein darf. 
Da man nad) der Grundgleichung (T) Ne. 39 die Gleichung: 


fa _ yuti 
x = — + Const. 
n-+i1 
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bat, die für alle, die negative Einheit ausfchließenden Wertbe von 
m beftebt, und da man die willlührliche Conſtante der Integration 
als endliche Größe anzunehmen berechtigt ift, fo bleibt dee Ausdruck 
rechts vom Bleichheitszeichen, wenn m44 pofitiv vorausgeſetzt wird, 
für alle endlihe Wertbe von x ebenfalls endlich: und es ſtellt diefe 
Sntegralfunction eine continuirliche Function von x dar. Es werden 
ſonach, im vorliegenden Falle, die oben angeführten Ausdrücke (£) 
und (31) im ganzen Bereiche der Integrationggrenzen unendlich klein 


werdende Größen vorftellen, und man ift, wegen der Gleichung: 
h 


m+1 m *1 
fr" = ha" , 
n + 1 


zur Aufftelung der folgenden Gleichungen berechtiget: 
prt1ı_,mti 
Aarı — 
= 0a" Hola +)" Haar "+... + 0, 1ıb-0,_)” v 
pe t1_ mt 
"mriı 


= war) Hola tot) +... + 0, sh, Nr”, 


WO @, u, @, ». . Wu, Unendlich klein werdende Größen vor⸗ 
ftellen, die der Gleichung (5) Nr. 33 genügen. | 
Eben fo erhält man aus der Bleihung (11) Nr. 36 


peti_ mtl 
m+i. . 
wo auch » eine unendlich Blein werdende Größe vorftellt. 

II. Es fei die Differenzialformel e*’dx vorgelegt. 

Da die Integralfunction dieſer Differenzialformel bis jeßt unbe 
kannt ift, die Function e*” aber, für alle nicht unendlich großwer: 
dende Werthe von x, einen endlichen: Wertb annimmt, fo ift man 
noch immer zur Annahme einer der folgenden Gleichungen: 


= oa" Haro)"Hla+20)" +. . + bo", 


h ’ 

S eX’dx — we +nelatwm) -ugela to tan) ,. a _jeb=w,_,)%, 
b 

f e’dx — agela two)? +n,ela two ton)’ + ., w, eb, Pr, ‚eb? 
a 


fex’ax =o deaꝰ +elat+0)’+e(a+20) ....... —V—— 


Raabe, Diff. u. Int. Rechnung. 11 
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berechtiget, wo ©, wu, @ı, +» - @n_ı die vorige Bedeutung haben, 
und a fowohl als b beliebige, nur nicht unendlich großwerdende 
Werthe vorftellen. 
III. 3u gleihem Zwecke legen wir ung die Differenzialformel 
e* dx 


vi 
vor. 


Auch zu diefem Differenziale ift bis jebt das entfprechende Inte 
grale nicht angebbar; wird noch die Annahme getroffen: es follen 
die Integrationsgrengen a und b zwar endlich und reell, jedoch, mit 
entgegengefegten Zeichen begabt fein, fo wird man, da die in Nr. 
34 durch (x) dargeftellte Function gegenwärtig 


x 


e_ 

* 
iſt, und dieſe Funetion beim Uebergange von x=a big x=b einmil, 
bei x=o, unendlidy groß wird, die Ausdrücke (8) und (8) der a» 
tirten Mr. zu Rathe zieben müffen, um auf die Befchaffenheit der 
unbefannten SIntegralfunction rückſichtlich ihrer Continuität in de 
nächften Umgebung diefes Nullwerthes von x zurüdfchließen jı 
können. Gebt man, zu diefem Zwecke, die untere Integrationk 
grenze a ald negativ voraus, und ftelt die Grenzgleichung: 





Lim: fatw tn #+w +... a} =o 


auf, fo kann man entweder: 
at, rw, +00 + oo. + @. = 0%.+1 N 


oder: 
a roitag + .... +0, = WW, , 


ſetzen, wo k < n und wo man nach Gleichung (5) Pr. 34 


at tg Hr... art: tra mh 
bat; für die erfte Annahme geht dev Ausdruck (8) über in: 
Oyrıe®krı . 
Verz 


und bei der zweiten Annahme gebt der Ausdruck (3%) über in: 





@ 
@, ex 
m ’ 


0, 
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oder es geht der Ausdruck (4) in: 
1 
Orr mm er, +11 
und der. Ausdrud (8) in: 


1. - co 
m k 
0, e 


über. Da man fomwohl 


Lim: oh, = o als Lim: —* =o 


bat, wenn nur’ A pofitiv ift, und da diefer Gall, wegen m>4, hier 
wirklich Statt findet; fo haben die Ausdrücke (3) und (3%) unendlich 
Hein merdende Grenzwerthe, und man ift zur Folgerung, die unbe 
fannte Integralfunction der vorliegenden Differenzialformel gehöre 
von x=a bi x—b zu den continuirlichen, berechtiget. 

Es befteben fomit, im vorliegenden Falle, die Gleichungen (6), (7) 
der Nr. 33, wie auch die Gleichung (8) der Pr. 36; wird in diefer 
Bleihung (8) a=o angenommen, fo bat man, wenn —a ſtatt a 
geſetzt wird, die Gleichung: 

58 etdx __ e”dx 58 e* dx 
Vvk 2. * Vx 

Behandelt man das erſte Integrale rechts vom Gleichheitszeichen 
nach Gleichung (6) Nr. 33 und das zweite dieſer Integralien nach 
der Gleichung (7) derſelben Nr., oder legt man zur Beſtimmung 
des erſten Integrals die Gleichung (9) und zu der des zweiten die 
Gleichung (10) Nr. 36 zu Grunde, fo hat man: 























° 
e*dx \ ee" eat e-a+20 r e⸗20 Fol 
= "rn m m 7 _ n__|(? 
a * V- a Y-a-+o Y—-a+2o 2 V-o 
e” dx N ew’ e2o’ e3w’ eb—u’ „6 Oo, 
4 + ® ® 

















0 Vo 7 yo’ EI vo "nl 
mo o und o’ beliebige, unendlich Elein werdende, reelle Größen vor» 
ſtellen, fo daß man, wenn n und n’ unendlich groß werdende, ganze 
und pofitive Zahlen bedeuten, die Bfeichungen: 

no =a md no’ mb, 


hat. Nimmt man noch @ = w’ un, fo bat man: 
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IV. Hat man dag Integrale . 

f e" dx 

r a x 
vorgelegt, wo a und b pofitive, veelfe Werthe haben, fo hat me 
beim Nullwerden von x, wenn Alles in der in III gebraudm 
Bedeutung auftritt, ald Grenzwerthe für die Ausdrücke (2) und E 
folgende zwei Ausdrüde: 

e'kt1 und ek , 

welche beide die Einheit zur Grenze darbieten. 

Es wird hiernach, wie aus den in Nr. 34 angeftellten Betrat 
tungen hervorgeht, die unbelannte Integralfunction der Differeniet 
formel dx im der Nachbarſchaft des Nullwerthes von x dis 


x 


tinuirlich fein: daher darf feines ‚der im erften Buche der Ink: 
gralrechnung gefundenen Refultate auf den vorliegenden Fall irgm 
wie angewandt werden. 

V. Hat man endlid die Differenzialformel dx zwifchen da 
Grenzen —a und +b zum SIntegriren vorgelegt, wo m — 1 ul 
a ſowohl als b pofitive, reelle Größen vorftellen, dann ergiebt fihn 
der Nähe des Nullwerthes von x ein unendlich großwerdender Gr; 
werth für jeden der Ausdrücke (8) und (84: daher darf audi 
diefem Falle keines der Refultate des erften Buches der Integral 
rechmung in Anwendung fommen. 


106, In der Folge werden wir und nur mit folchen beftimmten 
Integralien befaffen, die denen in I, II, III der vorhergebenden 
Nr. aufgeführten ähnlich find; jene beftimmten Integralien dagegen, 
die denen in IV und V der vorhergehenden Nr. aufgeführten Ahr 
lich find, werden wir gänzlich von unfern Betrachtungen ausfchließen, 
und zwar aus dem ganz einfachen Grunde, daß man keines der in 
der Differenzialrechnung oder in der auf diefelbe bafirten Integral 
rechnung gewonnenen Refultate auf einen ſolchen Fall anwenden darl. 
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Die beftimmten Integralien der letzten Ark find eben fo wenig 
einer Auslegung oder Deutung fähig, als etwa die Ausdrücke: 


log. (—1) , arc.Sina, u.d.m., 


wo a4 ift, welche leßtere wenigftend auf untergeordnete Opera» 
tionen oder Functionen zurüdgebracht werden fünnen, während die 
in Rede ftehbenden beſtimmten Sntegralien nicht einmal dieſes Vor—⸗ 
theils theilhaftig find. Man hat nämlich: . 

log.(—1) = (2r-1)r yA, 
wo r jede ganze reelle Zahl vorftellt, und _ 
a— Va—ı 
wo a—1 und r eine beliebige ganze, veelle Zahl vorftellt: es redu⸗ 
eiren ſich biernach die beim erften Anblicke unerklärlichen Größen, 
wie log.(-1) und arc.Sin.a, wo a>41 ift, auf das allerdings nicht 
ganz einleuchtende Symbol V-1, das doch wenigſtens den analyti: 
fhen Operationen unterzogen werden kann. Anders verhält fich 
aber die Sache mit den in Rede ftehenden beftimmten Integralaus— 
drüden, die nach dem gegenwärtigen Stand der Wiffenfchaft weder 
auf Symbole obiger Act veducirbar, noch viel weniger bekannten 
Begriffen bei= oder untergeordnet werden fünnen. 


107. Schließen wir nach der vorhergehenden Nr. alle jene Fälle, 
in denen g(x)dx im Bereiche der Integrationggrenzen nicht unend» 
lich flein wird, von unferen Betrachtungen aus, fo befteht folgender, 
die Lehre der beftimmten Integralien betreftender Lehrſatz: 

Wenn a und b reelle, nicht unendlich großmwerdende 
Größen find, fo ift der Werth des beffimmten Inte 
grals: 


arc.Sin.a = (2r-H1)2 + 4yY-1log. 


b 
; 60) dx 


feines unendlich großwperdenden Werthes fähig, der, in 
mancher Beziehung, als invers zum Fundamentalſatz Nr. 16 der 
Differenzialvechnung angefehen werden Tann. 
Wir leiten den Beweis diefed Satzes, wie folgt, ein: 
Wenn man die Gleichung: 
o(x)dx = d.F(x) , 
feftfeßt,, fo bat man nach Gleichung (3) Nr. 32: ’ 
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b 
f g(x)dx — F(b)—Fe(a), 
a 


welche Gleichung, nach dem Vorangeſchickten, mit allen in der 9 
tegralrechnung I aufgeftellten Gleichungen combinirt werden darf. 
Diefes vorausgefegt, haben wir jur Begründung unferes Theorem“ 
nur noch darzutbun, daß weder F(b) nody Fila) unendlidy großmer: 
dender Wertbe fähig find. 

Daß e8 in der That ſich fo verhält, werden wir im Folgenden 
nadyweifen. 


Geſetzt man hätte: 
F(a) = ©, 


fo müßte auch, mit Beachtung der erften der Gleihungen (a) Nr. 
und mit Berüdfichtigung des Umftandes, daß der Ausdruck wugla 
diefee Sleihung einen unendlich Fleinwerdenden Werth bat, de 


Gleichung: 
Hung F(a+o0) = X, 


ftattfinden; fände auch noch diefe Gleichung Statt, fo müßte, wer: 
möge der zweiten der Sleichuugen (a) derfelben ceitirten Nr., und 
wegen des unendlich Eleinwerdenden Werthes von wıyr(a+-wo), auch 

folgende Gleichung: | 

Fla+oo+0ı) = &, 

noch Statt haben fönnen; beftände auch noch diefe Steichung, dan 
würde die dritte der Gleichungen (a), aus dem Grunde, di 
o:9(a+@0+ wı) einen unendlich Fleinwerdenden Werth hat, auf fl 
gende Sleichung: 


Fla+wgton-eu) = OO, 
führen; fährt man fo fort, fo muß man die fämmtlichen Gleichungen: 
F(a +07 +03 +05) = ©, 
F(a +0 rw +03 +04) = X, 
Faro tan twug +... + 0,4) = 00, 
ald zugleich beftehend anerkennen, d. b., wenn man die Gleichung 
(5) Ne. 33 mit berücfichtiget, dann müßte die der Differenzid: 
formel g(x)dx entfprechende Sntegralfunction F(x) für alle Werthe 
von x=a bi x=b, wenn auch b und a um endliche @räfen dir 
feriren, einen und denfelben und ziwar unendlich großwerdenden Werth 
annehmen; diefes ift aber dem in der Einleitung Nr. 6 aufgeftellten 











\ 
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Begriffe einer Function gänzlich zuwider, daher ift auch die zuerft 
gemachte Annabme, Fa) fei eines unendlich großwerdenden Werthes 
fähig, unfatthaft oder unzuläffig. 

Ganz auf gleihem Wege, mit Zuziehung der Bleichungen (a!) 
Tr. 33, kann man die Unzuläffigkeit der Annahme: Fb) fei un- 
endlich großmwerdend, darthun; daher ift unfere vorige Behauptung 
„weder F(a) nody F(b) feien unendlich großwerdender Werthe fähig“ 
gerechtfertiget, und mithin auch unfer angekündigter Lehrſatz er⸗ 
wiefen. 


4108. Der in der vorhergehenden Nr. angekündigte Lehrſatz fonnte 
nur unter der Beſchränkung, daf die Integrationsgrenzen a und b 
nicht unendlich großmwerdend find, dargethan werden. Iſt dagegen 
eine diefer Größen unendlich großmwerdend, oder find es beide zu» 
gleich, welche aber alddann mit entgegengefegten Zeichen behaftet ' 
fein werden, dann kann allerdings, wenn gleich die Differenzialformel 
o(x)dx im ganzen Bereiche der Integrationsgrenzen unendlicy Elein- 
werdend verbleibt, das beftimmte Integrale einen unendlich groß— 
werdenden Werth annehmen; denn der in der vorhergehenden Nr. 
geführte Beweis ſtützt fih einzig darauf, daß es Feine Function einer 
allgemeinen Größe geben kann, welche im Bereiche zweier ungleichen, 
nicht unendlich großmerdenden Werthe der allgemeinen Größe be» 
ftändig einen und denfelben Werth beibehält, diefe Stütze fällt 
aber fogleich weg, wenn nur wenigſtens eine diefer SIntegrationg> 
grenzen, 3. DB. die obere b unendlidy großmwerdend vorausgefekt 
wird; denn wenn ſich die allgemeine Größe einer Function im Zu— 
ftande des unendlichen Großwerdens befindet, legt die Function, falls 
fie no in diefem Zuftande den Character der Continuität beibehält, 
(wie wir in Mr. 4145 darthun werden), die Eigenfchaft ab, mit der 
Aenderung der allgemeinen Größe fidy ebenfalls zu ändern, und kann 
beftändig unendlich groß- oder unendlich Feinwerdend verbleiben, 
oder gar gegen ein und denfelben endlichen Werth convergiren. 

Zur Rechtfertigung diefer Behauptung führen wir einftweilen fol- 
gende Functionen an: 


x? 


e° , log.(i+x?), 


4 n— = 
— * e x, 
x 


Wenn in den zwei erften der hier aufgeführten Functionen die 
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allgemeine Größe x den Zuftand des unendlihen Großwerdens m. 
reicht hat, bleiben diefelben beftändig unendlich groß, die dritte dieler 
Sunctionen bleibt dann beftändig unendlich klein, die vierte nähen 
fi alsdann ohne Ende dem Werthe von e” und ift endlich, wan 
m feine unendlich großmwerdende Größe vorſtellt. 

Es kann alfo das beftimmie Integrale: 


b 
Socx)dx, 


wenn wenigſtens eine der Integrationsgrenzen unendlich großwerdend 
iſt, obſchon die Differenzialformel (x)dx von x=a bis ı = 
(Mr. 105 IT und III) unendlich kleinwerdend verbleibt, dennot 
einen unendlich großmwerdenden Werth annehmen. In den nächſtfel— 
genden fünf Nrn. werden wir einige Säge mittheilen, die die de 


antwortung der Frage: ob ein foldyes beftimmte Integrale end 


endlichen Werthes fähig fei oder nicht, in vielen Fällen erleichtern 
werden. In jenen $ällen, in denen dieſe Frage verneinend ent: 
fhitden werden kann, d. h., wenn das vorgelegte Integrale fein 
endlihen Werthes fähig ift, dann ift man auch des befchwerlicen 
Befchäftes der Integration tüberhoben; man erfpart entweder In 
Auffuchen der unbeftimmten Integralfunction, oder man umgeht die 
läflige, mwenigftene doch immer ausführbare numerifche Beftimmung 
einer der Reiben (6), (7), (9), (40), (14) aus Kapitel I der I 
tegralrechnung, die zuleßt fämmtlich doch nur auf unendlich gro: 
werdende Werthe führen müffen. 


109. Durch die Analogie, die zwifchen ohne Ende fortlaufenden 
Öliederreihen und den mit unendlich großmwerdenden Grenzen ver: 
febenen beftimmten Sniegralien Statt findet, geleitet, werden mit, 
gleich wie diefe Reihen, auch diefe beftimmten Integralien in co 
bergente und divergente abtheilen. Wir werden ſonach fo ein be 
flimmted Integrale convergirend oder condergent nennen, 
wenn deffen Werth endlich oder unendlich kleinwerdend ift; bietet 
dagegen folch ein beftimmtes Integrale einen unendlich großwer⸗ 
denden Werth dar, fo werden wir ed divergirend oder diver⸗ 
gent nennen. | 

Diefed vorausgefent, befteht nun folgender, die Convergenz und 
Divergenz beflimmter SIntegralien betreffender Lebrfaß: 

Stellt plz) eine Function der allgemeinen Größe: 
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vor, die erfieng beim unendlichen Zunehmen der allge: 
meinen Größe unendlich Elein wird, zweitens für feinen 
der Werthbe von x=a bis x=oo unendlih groß wird, 
wo a irgend eine endliche, reelle Zahl, Null mitbe- 
griffen, vorftellt und behält drittens diefe Function, 
innerhalb derfelben Grenzen der allgemeinen Größe, 
ein und dDasfelbe Zeichen bei, fo ift das beftimmte Sn- 
grale: 
— 

convergirend, wenn die ohne Ende fortlaufende Reihe: 
kıqla)+(ko—kı)glatk)tkks—kz)platks) + (u—kaglatk) +... (A) 
zu den condergenten gehört, divergirend hingegen, 
wenn die folgende unendliche Bliederreihe: 
kKıgla+kı)(ks—kı)glatks) + (ki—ko)plark)) +... .. (B) 
den divergenten angehört, wo die Größen kı, ka, ks, - . 
reelle, pofitive, um endlihe Differenzen abftehende und 
ins Unendlihe wachſende Werthe vorftellen. 

Bei der Beweisführung diefes Satzes gewinnen wir an Deutlich: 
keit, wenn wir zuerft den folgenden einfacheren Fall begründen. 

I. Die Function H(x) nimmt beim Webergange der allgemeinen 
Größe x von x=a big x— co immermwährend ab, und geht zuletzt 
in den Zuſtand des unendlichen Abnehmens über. 

Zu dieſem Zwecke ftelle k, eine der obigen Größen kı, ka, ka, .. 
die dem Zeiger n entfpricht, dar, fo giebt-die Gleichung (8) Nr. 36 
folgende Sleichung 


atkz atk, 
f Filz = f g(x)dz + f: Han + S, ga)dx +... S; — (a) 


Ferner giebt die Steichuna (9) berfeiben angeführten Bu 
— ——*z = 0 ;g(a)+gla+n)+g(a-+20) + . . g[a+(m—1)ow] } , ($) 


wo » eine unendlich Fein» und m eine unendlich geoßwerdende Größe 
vorftellt, deren Product die Gleichung: 

no = kı, 
darbietet. Bedenkt man nun, daß nach der vorliegenden Annahme 
die innerhalb der Klammern befindlichen Glieder diefer Gleichung, 
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wenn diefelben von der Linken zur Rechten gezählt werden, beftänis 
abnehmen , nämlidy dag man: 


g(a) > gla+ro) > g(a+20) >... gla*ttm—i)o] > gla+mu) (r 
bat, ſo erhält man ſofort folgende Ungleicgbeit: 
at, 


f gızyd — muwgl(a), 
oder auch folgende: j 
v)dx — kıqyla) . 

Diefe Ungleichheit wird, als folche, nicht geftört, wenn zuerſt 
in k;— kı und bierauf a in a+kı umgefeßt wird. Vollzieht mu 
diefe Umfeßung, fo ergiebt fi ch auch folgende Ungleichheit: 

atkg 


SC (zIdx —. (kkı)gta+kı) . 


Vertaufcht man hier kı in ke und k, in k,, fo bat man ned 


immer : 
atkz 


S PA ix < <Z (k;—ks) g(a-+-kz) . 


Wird bier k, in * und k, in k, umgetaufcht, fo iſt auch met: 
alk, 
f geadz — (k—k)gla+k;) . 
ayKkz 


Wird in diefer Weiſe fortgefahren, fo gelangt man endlich jur 
Ungleichbeit : 
ak, 
S vıx)dx — ———— 
tk, 


Werden diefe Ungleichheiten addiet, fo erhält. man mit Beachtum 
der Bleihung (a), folgende Ungleichheit: 


atk, 
f p(x)dxz — kıg(a).+(ke—kı)g(atkı) +... (kn, —k,_)platk,_) - id) 


Die Gleichung (8) mit den Ungleichbeiten in (y) verglichen, führt 
auch auf folgende Lngleichheit: 


arkı 
[ y(x)dx > mop(a+mo) , 


oder auch: 
a+k, 
IX — kıg(la+kı) . 
Geht hier kı in ks—k, und nachher ain a+kı über, fo hat mil 
auch: 
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arkg 
F yes — (ke—kı)glatke) . 


Vertauſcht man bier k, in ks und ka in k;, fo bat man: 
atrk; 


5. q (z)dx > (kı—ko)p(a+k;) . 
tk2 
Wenn in diefer Weile fortgefahren, und hierauf die Summe aller 
fo erhaltenen Ungleichheiten genommen wird, ergiebt ſich folgende 
Ungleichheit: 


at 
S Wa⸗ => kıpla+kı)-+(ks—kı)glatk) +. (K. —k,_)pta+k,). (ed) 

Wird nun k, als eine unendlich großmwerdende, pofitive, reelle 
Größe angefehen , fo daß die Grenzgleichung: 

Lin: ga+k)=o 
Beftand hat, dann zeugen die Ungleichheiten (6) und (s) von der 
Richtigkeit unferes angekündigten Lehrſatzes unter der in I audge- 
fprochenen Befchränkung. 

II. Wenn die Function (x), beim Uebergange von x=a big 
x, mehrere Wechfel des Zu» und Abnehmens eingeht, bevor 
diefelbe in den Zuftand des immermwährenden Abnehmeng: tritt, fo 
wird das angekündigte Theorem, wie folgt, erwiefen: 

Wird ducch b jener Werth von x bezeichnet, der größer ald a 
it, (fo daß b—a eine pofitive Größe vorftelit), und beim Ueber: 
gange der Function (x) von x —a bi8 x = oo derfelben zum letzten 
Male einen Marimummerth beilegt, fo wird vermöge der Voraus 
fegung,, daß die Function H(x) erft für x=co ohne Ende abnimmt, 
diefe Größe b offenbar nody einen endlihen Werth baben; feht 
man nun 

b=a-+ k, , 
ſo wird auch k, eine endliche, poſitive Größe darſtellen und wird, 
vermöge der Willkührlichkeit der Größen: 
k,k,k,k, ....k, 
als eine diefer Größen, die noch einem endlichen Zeiger g entfpricht, 
angefehen werden dürfen. 

Diefed vorausgefept, "wird man duch analoge Schlüffe wie in I 

auf folgende Ungleichheiten: 


- G —— 
—— + oo... 2.200020. 
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[ gis)dx > kuplatk „Hk 45 —k 4) pla+-k 4) 
+ (k,43 "Kus)p(a+k,;;) + 2... 0... 
geführt. 

Wird nun die ohne Ende fortlaufende Reihe (A) zu dem conver: 
genten gezählt, fo convergirt um fo mehr die erfte der zuletzt auf 
geftellten,, ohne Ende fortlaufenden Reihen, alfo wird um fo mehr, 
unter derfelben Vorausſetzung, das beftimmte Integrale: 


Ka) dx 
ein convergentes fein. Nun ift: 
b = - 
F giz)dxz α + oc- , 


und das beftimmte Integrale f olx)dx hat nach dem in Pr. (10 
erwiefenen Lehrſatze feinen unendlich großmwerdenden Werth, daher 
-ift auch unter der Vorausfegung: die Reihe (A) fei convergent, 
das beflimmte Integrale: 
IK g(x)dx 

ein convergentes. | 

Wird ferner die ohne Ende fortlaufende Reihe (B) zu den diver- 
genten gezählt, fo gilt ein Gleiches von der unendlichen Reihe in 
der Ungleichheit (7); denn der Unterfchied diefer beiden unendliche 
Gliederreihen ift die Summe der folgenden: 
kıplta+k)t(k—kı)platks) +... (k,—k,_ pla+k,)—k,gla+k,,) ı 
aus einer endlichen Gliederzahl zufammengefeßten Reihe, die offende, 
da jedes Glied derfelben einen endlichen Werth hat, einen endlichen 
Werth darbietet. Wenn alfo die unendliche Gliederreihe (B) diver: 
giet, fo findet diefeg, vermöge der Ungleichheit (7), um fo mehr 
vom beftiimmten Integrale: 


S Ypix)dx alfo noch mehr von SFa)dx , 


Statt, w. z. b. w. | 
Das umgekehrte diefes Tcheorems befteht auch noch, mern man 
nur die unendlichen Bliederreihen (A) und (B) unter einander Wr 

taufcht. Es lautet diefer umgekehrte Satz, wie folgt: 
Wenn die Function (x) diefelbe, wie im angelün 
digten Lehrfake vorausgefeht bleibt, fo ift die oba 
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Ende fortlaufende. Reihe (A) eine divergente, wenn das 
befimmte Integrale: 
f g(z)dx. 

zu den divergenten gehört; hingegen conpergirt die 
ohne Ende fortlaufende Reihe (B), wenn dasfelbe Inte 
grale ein convergenteg ift. Die Richtigkeit diefes umgekehrten 
Satzes leuchtet unmittelbar aus den aufgeftellten Ungleichheiten (3), 
(2), ($) und (7) ein. ' 

440. Die zwei unendlichen Gliederreihen (A) und (B) der vor⸗ 
angehenden Nr. fallen, was die Frage über Convergenz und Di- 
vergenz betrifft, in eine zufammen, wenn die Größen: > 

k,k,k, k, k, . 
eine arithmetifche Reibe der erften Ordnung, oder eine fogenannte 
arithmetifche Progeffion bilden. 

In der That, fekt man: 

kKk=h, k=2, k= 3b, kKk=4, 
fo gelangt man, mit Zuziehung der Ungleichheiten (6), (ec), (&), (7) 
der vorangehenden Nr., auf folgende zwei Ungleichheiten : 
V)dx — he(a)+hgta-+rh)-+bpfa+2h.-thgla+3h) +... , 


f "lx)dx — hol(a-+-h)+bg(a-+2h)hofa+3h)+hg(a-r-ih) +... , 


weiche Statt haben, die Function ꝙ(8) mag von x=a bis x— oo 
beftändig abnehmen, oder mehrere Abmwechfelungen im Wachfen und 
Abnehmen eingehen, wenn diefelbe zulet nur ohne Ende abnimmt. 
Es befteht daher diefen Ungleichheiten zu Folge auch folgender, für 
die Anwendung mehr geeignete Lehrſatz: 

Wenn (x) wie im angekündigten Lehrſatze der vor- 
angehenden Pr. verbleibt, und wenn gla) feinen un- 
endlich geoßwerdenden Werth annimmt, fo convergirt 
oder dDivergirt dag beffimmte Integrale: 


Sendz, 
je nachdem die ohne Ende fortlaufende Reibe: 
A(la)+gpla-+h)-+g(a-+2h)+g(a-+3h) +...) 


zu den condergenten oder divergenten gehört, und um 
gefehrt. 
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114. In den Sätzen der beiden vorangehenden Men. ſetzten wir 
befländig voraus: die Function g(x) nehme für feinen Werth von 
x=a bis x=co einen unendlicdy großwerdenden Werth an; in jenen 
Sällen, in denen das Begentheil hiervon Statt findet, in denen aber 
die Ausdrücde (8) oder (61) Nr. 34. auf die Continuität der Inte 
gralfunction innerhalb derfelben Grenzen a und co binmeifen, mir) 
diefe Schwierigkeit durch ein Zerlegen des vorgelegten Integral 
in eine Summe zweier SIntegralien, nad) Gleichung (8) Nr. 36, 
umgangen. Iſt nämlidy b größer a und von der Befchaffenbeit, 
daß o/x) von x=b bis x == co nie unendlich groß wird, fo hat man, 
nad) der fo eben angeführten Gleichung, 


“ h “ 
f g(x)dx = S g(x)dx + S piz)dx ; 


» 

und da das beftimmte Integrale (p(x)dx nach Nr. 107 keinen m 
endlicdy großwerdenden annehmen kann, fo bleibt noch das beftimmte 
Sntegrale SE()dx in Rüdfiht auf Convergenz und Divergenz jı 
unterſuchen übrig, was, nach der getroffenen Annahme über b, mit 
telft der in den borangebenden zmei Men. aufgeftellten Sägen nun 
mehr möglich ift. 

442. Wir feßten ferner in den vorangehenden Nrn. die Grökt 
a oder.die untere Integrationsgrenze als endliche Größe, Null mt: 


begriffen, voraus; ftelt aber a eine unendlich großwerdende negatın 


te 
Größe vor, dann kann man das Integrale [ glx)dx durch dr 
Gleichung: 
to o >) 
S gx!dx = S g(x)dx + Sf gex)dx , 


als Summe zweier Integralien geben; das zweite dieſer durch Fer 
legung gewonnenen Integralien rechter Hand vom Gleichheitszeichen 


kann, in Bezug auf Convergenz und Divergenz, nach den in den 


vorhergehenden Pen. entwicelten Säßen unterfucht werden; dag erit 
diefer Integralien betveffend, bedenke man Folgendes: 
Wenn naın 
( o(x)dx = Fix) + Const. 
annimmt, fo bat man nad) der Ableitungsmethode (Integralted- 
nung Il. Nr. 44), wenn x in —x umgefebt wird, 
f go(—x)dx = — Fi—x) + Const. ; 





[| 
b 


— — — 
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dieſe zwei Gleichungen geben nach Gleichung (3) Nr. 32: 
f plaJdx = Fo) — Fi-oo) , 


f o(—x)dı = — F(—o0) + Flo) , 
aus welchen 
f oz = S’otaıdk , 
gezogen wird, daher bat man: 
— =f To) + gi-z)ldx , 


wodurch auch der vorliegende Fall auf den in Nr. (109) angeführten 
zurückgebracht erfcheint. . 


4113. Endlidy feßten wir big jeßt in der zu integrirenden Diffe- 
renzialformel g(x)dx die Function gfx), von x=a angefangen, big 
x co fortgefeßt, beftändig mit einem und demfelben Zeichen be- 
gabt voraus,. Findet auch diefe Torausfekung nit Statt, fondern 
ändert im Gegenthbeile diefe Function g(x) beim Webergange von 
x —a bis xX « ein oder mehrere Male den Zeichenzuftand; fo fei 
b größer ald a und endlih, und ftelle jenen Werth von x vor, 
von dem angefangen, beim beftändigen Zunehmen diefer allgemeinen 
Größe, die Function „(x) feine Zeichenänderung mehr erleidet; zer» 
legt man alsdann das vorgelegte befiimmte Integrale in Theilinte- 
gralien nad) Gleichung (8) Nr. 36, fo kann auch diefer Fall nad) 
dem allgemeinen Theoreme in Rüdficht auf Eonvergenz und Diver» 
gen; unterfucht werden. 

Blos für den Fall, wenn b unendlich großmwerdend ift, d. h., wenn 
die Function @(x) von x —=a big x = b=co eine unbeftimmte und 
unendliche Anzahl von Zeichenabwechfelungen eingeht, läßt fich feine 
allgemeine Regel, in Rüdficht auf Eonvergenz und Divergenz, aus 
den bis jeßt aufgeftellten Sätzen gewinnen. 


444. Soll das über Convergenz und Divergenz Mitgetbeilte auch 
Unmendung finden, dann muß noch Einiges über Convergenz und Di- 
vergenz unendlicher Bliederreihen mitgetbeilt werden. Ehe wir ung 
jedody an diefes Gefhäft machen, wird es gut fein, zuerft die DBe- | 
fchaffenheit der Reiben feftzuftellen, über die unfere Unterfuchungen 
fich erſtrecken werden. 

Wenn man die Glieder einer ohne Ende fortlaufenden Reihe durch: 
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Wr u, WU, Yo. , Un + (A) 
vorftellt, fo werden wir, wie ed der von uns beabfichtigte Zwed n- 
fordert, die Blieder diefer Reihe folgendermaßen feftftellen. 

a) Von irgend einem Gliede u, angefangen, das einem noch fs 
großen, jedoch endlichen Zeiger r entfpricht, nehmen die Folgeglieder 
beftändig ab, fo daß das dem unendlich großwerdenden Zeiger n ent: 
fprechende Glied einem unendlich kleinwerdenden Werthe ſich nähert. 

b) Bon einem mit derfelben Eigenfchaft begabten Gliede u, ar 
gefangen, behalten alle Folgeglieder ein und dasfelbe Zeichen bei, 
welches wir der Einfachheit wegen pofitiv vorausſetzen. 

Diefes vorausgefeht, legen wir ung eine zweite, mit denfelbe 
Eigenfchaften begabte, obne Ende fortlaufende Bliederreibe: 

Vo, Yu, V,V, Vye ee VYr Var © (B) 
vor; fo läßt ſich zuerft folgender allgemeine Sat aufftellen: 

Wenn der Zeiger r in der fo eben feftgeftellten 3: 
deutung in beiden Reiben (A) und (B) auftritt, und ed 
wird die Reihe (B) zu den condergenten gezählt, fo il 
auch die Reibe (A) eine convergente, wenn die Ur 
gleichheit: 

A DH ykmr bis k 00 

u, Vx 
ſtattfindet; zählt man hingegen die Reihe (B) zu da 
divergenten, fo ift auch die Reihe (A) eine di vergente, 
wenn man folgende Ungleichheit: 

u TH kr bis kw 

u, v. 


bat: oder je nachdem der Unterfchied 
A Ne von k — r bis k = oo 
u, Vx 
negativ oder poſitiv iſt, hängt die Convergenz der Reihe 
(A) von der Convergenz der Reihe (B) oder die Diver: 
genz der Reihe (A) von der Divergenz der Reihe (B) ab. 
Wir wollen blos den erften Theil diefes Satzes feftftellen, da dann 
der zweite Theil duch eine Umkehrung der Schlüffe fehr leicht ge 
folgert werden kann. 
Tach der Vorausſetzung hat man: 
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u. 4 V.41. 
— 


erhöhet man den Zeiger r um eine Einheit, fo hat man auch: 





Ur2 v.+3 R 
\ — 3 
0,41 V.44 


multiplicirt man dieſe zwei Ungleichheiten mit einander, dann be 
ſteht auch noch folgende Ungleichheit: 


U,+2 v +2 
* 
Auf gleichem Wege ſindet man folgende Ungleichheiten: 


u.3 Y3 0 U Yrs Wrs Yrr5 
— me] — — — — — — — — w 4 80 0 


Nu NT 
und wenn alle diefe Ungleichheiten addiert werden, erhält man: 


1 1 
7 (Un Fuust a, +.. ) < v. (Vera + Vers + Vers +.. X 


oder auch: 
un. + + +... vw. +vVo+v.+..\: 
4 Us UA < ( HM 2 43 ) 
Da u, ſowohl als v., vermöge des endlichen Werthes von r, noch 


endliche Werthe haben, fo ift der Quotient * ebenfalls noch endlich: 


convergirt daher die Reihe (B), fo muß um fo mehr, vermöge der 
legten Ungleichheit, die Reihe (A) convergiren, mw. 3. b. mw. 

Diefer Sat kann noch bedeutend vereinfacht werden, wenn wie 
erft die in den zwei zunächft folgenden Pen. vorkommenden Sätze 
begründet haben werden. 


4145. Wenn eine Function einer allgemeinen Größe 
beim unbeflimmten, unendlihen Wachſen diefer allge 
meinen Größe die Eigenfhaft der Kontinuität beibe- 
hält, fo ift der Werth diefer Junction, für diefen 3u 
fiand der allgemeinen Größe, an eine beſtimmte, unver: 
änderlihe Grenze gebunden; oder es behält diefe Func— 
tion immer denfelben Werth bei, wie aud immer Die 
allgemeine Größe, wenn folhe nur nicht den unendlich 
großwerdenden Zuftand verläßt, verändert werden mag, 

Wir haben bereits in Nr. 108 einige Yunctionen aufgeführt, 
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die von der Richtigkeit diefed Satzes zeigen; daß aber derfel in 
feiner ganzen Allgemeinheit beſtehe, wollen wir in $olgendem der 
zuthun fuchen. 

Wenn eine Function einer allgemeinen Größe x in der Nachber: 
fchaft eines nicht unendlich greoßwerdenden Werthed a von x ci 
nuirlich ift, fo erleidet diefelbe, wenn a nur eine unendlich He 
werdende Nenderung erfährt, ebenfalls nur eine unendlich Eier 
werdende Uenderung (Einleitung Tr. 14). Der Grenzwerth de 
Function in der nächſten Umgebung diefesg Werthes a von x ift ie, 
den die Function für x=a felbft annimmt; oder die Function iu 
der nächften Nähe des a Werthes von x an eine beftimmte, une: 
änderliche Grenze gebunden. Wird nun diefe Function von x durd 
f(x) vorgeftellt, fo beftebt die Grenzgleichung: 

Lim: ffa+o) = f(a) , 
wo dad Grenzzeihen Lim: auf das unendliche Abnehmen von» 
. Bezug bat, und wo a was immer für einen endlichen Werth, Nul 
mitbegriffen, vorftelt. Diefe Gleichung beftehet nicht nur in de 
bier aufgeftellten Form, fondern auch dann noch, wenn an die Stel 
von « irgend eine Function von @, die mit » zugleich verfchminkt, 
fubftituirt wird. So ift man flatt @ eine der folgenden Functionn: 
au + Bw? , alog.(i—o), am + BSin.» mv. d. m. 

in die obige Gleichung zu feßen berechtiget, wo « und ß endlik 
Werthe haben, wenn nur die Function £ in der nächften Lntgebu 
des Werthes a von x continuirlich ift. 

Diefes zugegeben, wird, wenn F(x) eine Function von x darkit, 
die im Zuftande des unendlichen Wachfens von x eontinuirlic ii, 
die Function F(4), die durch f(x) vorgeftellt fein mag, in der nächin 
Umgebung des Nullwerthes von x gleichfalld continuiclich fein, un 
man wird, nach dem Vorangeſchickten, folgende Grenzgleichung habe: 

Lim: fo) = f(o) , 
in der flo) einen beftimmten und unveränderlichen Werth darſtell, 
man mag für » was immer für eine Function von w, die mit or 
gleich verfchwindet, ſetzen. 

Nun if: 
| fo) = F(%) = Fin) , 
wo n den veciprofen Werth von » oder eine unendlich großwerdende 
Größe bedeutet; daher hat man, wenn das Grengzeichen Lim: ai 





gleichung: 
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das unendliche Wachfen von n bezogen wird, auch folgende Grenz 


Lim: F(n) = f(o) , 

in der man ftatt n jede Function von n, die zugleich mit m unend» 

lich wächft, zu ſetzen bevechtiget ift; woraus die Richtigkeit des an« 

gekündigten Lehrſatzes hervorgeht. 

Anmerkung. Die Functionen von x, wie Sin.x und Cos.x, feinen beim 
erften Anblicke im Widerfpruche mit diefem Gabe zu flehen. — Aller⸗ 
dings hat man: 

Lim: Snx = $, Lim: Co.x=$, 

wo das Grenzzeichen auf das unbeflimmte, unendlihe Wachſen von x 
bezogen wird, jedoch nur dann, wenn der Kreis bei der Erklärung diefer 
Functionen zue Grundlage dient; betrachtet man aber, sie ſolches in 
der Einleitung Nr. 9 geſchah, die Function ev als Entflehungsquelle 
dieſer Functionen, fo ergiebt fi, wie im Werfolge diefes Kapitels 
Te. 151 gezeigt werden fol, wenn x unbeflimmt und ins Unendliche 
wäh, Null als Grenzwerth einer jeden der Functionen Sin.x und 
Cos.x. 

446. Mit Zuziehung des fo eben feftgeftellten Satzes, können 
wir auch den folgenden begründen: 

Wenn eine $unction vonx, wie F(x) der vorange— 
henden Nr., von irgend einem endlichen Werthe von x, 
der durch h vorgeſtellt fein mag, angefangen und big ing 
Unendliche fortgefegt, die Eigenfhaft der Continuität 
beibehält; und wenn folche, beim unendlihen Wachfen 
der allgemeinen Größe, einem von Null verfchiedenen 
Werthe fih nähert; dann giebt eg auch einen endlichen, 
übrigens noch fo großen Werth von x, den wir r nennen 
wollen und der —h ift, von dem angefangen, ſämmt— 
lihe, verfhiedene Werthe der Zunction, die beim Ue- 
bergange von x=r bi8 x = 0 entfliehen, mit einem und 


demfelben Zeichen behaftet find: fo daß das Zeichen des 


Sunctionwerthes beim unendlihen Wadhfen von x das 
felbe ift, als das der verfKhiedenen Functionwerthe, 
wenn x alle Werthe von x=r bid x = wo durchgeht. 

Da die Function F(x) beim Webergange von x — h bis x = © 
Zeichenänderungen eingehen kann oder nicht, und da die leßtere An- 
nahme feiner weiteren Erörterung bedarf, fo haben wir bei der 
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Begründung des angelündigten Satzes nur das Stalthaben der erſten 
Annahme zu berüdfichtigen.. 

Es gehe alfo die Function F(x) beim Vebergange von x—=h bis 
x = 00 eine oder mehrere Zeichenänderungen ein. Da die Function 
für alle diefe zwifchen h und co fallenden Werthe der allgemeinen 
Größe beftändig continuirlich verbleibt, fo kann ein Uebergang der 
Sunction von einem Beichenzuftande in den andern, nur für einen 
ſolchen zwiſchen h und co fallenden Werth von x flatthaben, der 
die Function auf Null bringt. Wäre ed nun möglich, daß ein foldyer 
Uebergangsmoment des Zeichenzuftandes der Function einem unendlich 
großwerdenden Werthe der allgemeinen Größe entfpräche, fo müßte, 
nach dem fo eben Gefagten, für diefen Werth der allgemeinen Größe 
Null ald Grenzwerth der Function ſich berausftellen, welchen Null⸗ 
wertb, nach dem Gabe der vorhergehenden Nr., diefe Function für 
jeden unendlich großwerdenden Werth der allgemeinen Größe beibe- 
halten müßte. Diefes ift aber gegen die VBorausfeßung ; daher kann 
es keinen unendlich wachfenden Werth der allgemeinen Größe geben, 
der die Function F(x) auf Null bringt, fondern der größte, zwifchen 
h und co fallende Werth von x, der diefe Function noch auf Null 
bringt, ift eine endliche Größe. Wird diefe endliche Größe durch 
r dargeftellt, fo nimmt die Function, von x=r angefangen, bis 
x = co fortgefeßt, beftändig Werthe an, die von Null verfchieden 
find, und kann, vermöge ihrer Continuität innerhalb derfelben Grenz 
werthe von x, keine Beichenänderung mehr eingeben: Es eriftirt 
ſonach ein endlicheer Werth von x, denn wir r nannten, von dem 
. aus aufwärts gezählt, alle Functionwerthe dasfelbe Zeichen haben, 
‚ ald der Grenzwerth der Function beim unendlichen Wachfen der all» 
gemeinen Größe trägt. w. 3. b. w. 

447. Nunmehr find wir in der Lage, dem in Nr. 144 aufgeftellten 
Satze, betreffend die Eonvergenz und Divergenz der Reiben, eine 
viel einfachere und für die Anwendung geeignetere Form zu geben. 

Wenn bier Alles in der Bedeutung der citirten Nr. auftritt, fo 
kann man den Unterfchied: 

"rn _ Ye 

u, Vx 
als eine vom Stellenzeiger k abhängige Größe oder als eine Func⸗ 
tion von k betrachten. Für unfern Zweck, aus der Eonvergenz oder 
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Divergenz unendlicher Reihen, auf die Eonvergenz oder Divergenz 
beftimmter SIntegralien zu fchließen, muß das dem Ötellenzeiger k 
entfprechende Glied der zur Unterfuchung tauglichen, unendlichen 
Reihe, wie aus den Sätzen der Nrn. 109, 140, ꝛc. hervorgeht, 
eine continuirliche Sunction von k fein, und zwar, von irgend einem 
endlichen Werthe von k angefangen, durch alle folgenden größeren 
Werthe bis zum unendlichen Großmwerden von k eine continuirliche 
Function verbleiben: daher können wir. auch den obigen Unterſchied, 
als continuirliche Function von k vorausfeken. Geben wir fomit 
von diefer Annahme in allen unfeen folgenden Unterfuchungen aus, 
fo können wir zunächft folgenden Satz aufftellen: 

Wenn die Reihe (B) Nr. 114 zu den condergenten ge- 
hört, fo gebört auch die Reihe (A) derfelben Nr. zu den 
condbergenten, wenn der Unterfchied: 

at _ Ik ‚ (a) 

u, Y 
beim unendblihen Wachſen von k einen angebbaren, ne» 
gativen Werth darbietet; wird hingegen diefe Reihe 
(B) zu den dDivergenten gezählt, fo ift audy die Reihe (A) 
eine divergente, wenn derfelbe Unterfchied im gleichen 
Zuftandeder Größe keinen angebbaren, pofitiven Werth 
darbietet. 

Wir wollen ung auch bier, gleich wie in der citirten Nr., nur 
mit der Beweisführung des erften Theiles dieſes Sabes befaffen. 

Wenn der Unterfchied (x) beim unendlichen Zunehmen von k an 
einen negativen, angebbaren Grenzwerth gebunden ift, dann giebt 
ed, nad) dem in der vorangehenden Nr. bewiefenen Lehrfage, auch 
eine endliche Größe r, fo daß der Unterfchied: 

at _ von Kr bis k - oo, 
u Y 
beftändig negativ bleibt; wenn fonad) die Reihe (B) convergirend ift, 
dann ift ed auch die Reihe (A) (Pr. 144). w. z. b. w. 

4148. Um Folgerungen aus dem fo eben aufgeftellten Satze ziehen 
zu können, wird e8 gut fein, zuerft eine beflimmte, ohne Ende fort- 
laufende Reihe in Bezug auf Convergenz und Divergenz zu unter: 
fuchen, um dann, durch Vergleichung anderer Reihen mit derfelben, 


- 
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auch über diefe in gleicher Beziehung etwas Beſtimmtes ansiprechen 
zu können. 

Legen wir und, zu diefem Zwecke, die fogenannte geometrifche 
Progrefiion mit dem befländigen Quotienten a in Rüdficht auf Con⸗ 
vergenz und Divergenz zur Unterfuchung vor, 

Nimmt man, der Einfachheit wegen, die Einheit ald erftes 
Glied diefer Progeffion an, fo handelt es fiy, zu unterfuchen, im 
welchen Fällen die ohne Ende fortlaufende Reihe: 


i+a 2? rd Hat mad rn ..... cd) 


zu den convergenten und in welchen diefelbe zu den divergenten gehöre. 
Erklärt man a als pofitive Größe, fo ergiebt ſich beim bloßen 


Anblicke diefer Reihe, dag drefelbe zu den divergenten gehören muß, 


wenn man a = 1A hat. 

Um den Fall, wenn man a pofitiv und Bleiner als 4 hat, beur- 
theilen zu können, bezeichne man die Summe der k erften Glieder 
derfelben durch Sr , fo bat man: 

a — 1 

— 

Wird nun k in den Zuſtand es unendlichen Wachfens verfekt, 
und bezeichnet man dann durdy S den Grenzwerth von Sı , fo bat 
man, da unter der getroffenen Annahme über a das Glied ak Null 
als Grenzwerth darbietet, die Gleichung: 

1 
8 = 7.5, 
woraus hervorgeht, daß die vorgelegte Reihe (I), bei der Annahme 
a1, da ihre Summe endlich ift, zu den convergenten zu zählen fei. 
Dasfelbe Ergebniß wird auch auf folgendem Wege erzielt: 
Nach der Fundamentalgleichung (II) Nr. 38 hat man: 





,=- 


‚Sad = * + Const. 


Die nach dem Integralgeichen vorkommende Function von x, bie 
Zunction a”, nimmt bei der Annahme a — 4 immerwährend ab, 
falls x alle Werthe von o bis oo ducchgeht, und geht bei x oo 
in Null über; ferner bietet diefelbe Function, wenn ftatt x nach und 
nad) die Werthe: 

0,1, 2,3, 4, 5,.... 
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gefet werden, die obige, zur Unterfuchung borgelegte Reihe (I) dar: 
daher wird, nach dem in Nr. 140 aufgeftellten Sage, diefe Reihe 
zu ben convergenten oder divergenten gehören, je nachdem das be- 


ſtimmte Integrale f: at dx zu den conbergenten oder divergenten ge- 


zählt wird. Es giebt aber die oben aufgeftellte Integralgleichung , 
wennn man die Gleichung 8 Nr. 32 berückſichtiget, folgende 


Gleichung: 
(e dx — — 55 / 


aus welcher ein endlicher Werth für das in Rede ſtehende beſtimmte 
Integrale erſichtlich iſt, alſo iſt dieſes beſtimmte Integrale, für 
a — 4, ein convergentes; daher ſtellt ſich auch die Reihe (I), wie 
vorhin, als convergent heraus. 


149. Wir find nun in der Lage den folgenden, die Convergen; 
unendlicher Reihen betreffenden Lehrſatz aufzuftellen: 

Wenn u das dem Stellenzeiger k entfprechende, all: 
gemeine Glied einer in den Nrn. 414 und 117 beyeihne- 
ten, unendlichen Reibe darftellt, fo convergirt die Summe 
diefer Reihe gegen einen endlihen Grenzwerth, oder 
Diefe Reiheift convergent, wenn man die Örenzgleichung: 

Lim: Ir = a 
u, 
bat, wo das Grenzzeihen auf das unendlihe Wachſen 
von k bezogen wird, und wo « poſitiv und um eine 
endlihe Größe Eleiner als die Einbeit if. 

Stellt man, um diefen Gab zu beweifen, das dem Zeiger k ent- 
fprechende Glied der Reihe (I) in der vorhergehenden Nr. duch v 
dar, fo bat man: 

Mu = a für all Werthe von K. 
k 

Diefe Reihe (I) ift convergivend, wenn a um eine endliche Größe 
tleiner als die Einheit iſt; daher wird die Reihe mit dem allge: 
meinen Gliede u, des vorliegenden Satzes, nach Nr. 147, ebenfalls 
convergirend fein, wenn beim unendlichen Wachſen von k der Un- 
terfchied 


u V u 
kt _ kN oder k+1 
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einen negativen, angebbaren Werth darbietet. Beſteht nun die 
Grenzgleichung: 
Lim: irrt 
U, 
wo « in der oben feftgeftellten Bedeutung auftritt, dann iſt die in 
Rede ftehende Reihe eine convergente, wenn man « — a bat; un 
da zu jeder Zahl a, die um eine endliche Größe von der Einheit 
abftebt, eine Zahl a angegeben werden kann, die größer als = und 
um eine endliche Größe Eleiner als Eins ift, fo ift, unter Den feflge 
ſtellten Vorausſetzungen, die Reihe mit dem allgemeinen Gliede u, 
eine convergente. w. 3. b. w. 


120. Das Ergebniß der vorangehenden Nr. findet überall An 


wendung, mo der Quotient = beim unendlihen Wachfen von k 


=a, 


einen pofitiven Grenzwerth darbietet, der um eine endliche Größe 
Heiner al8 die Einheit if. Nähert fi) aber dieſer Grenzwert 
ohne Ende der Einheit, oder ift beim unendlichen Zunehmen von k 
der Unterfchied diefes Quotienten und der Einheit eine unendlid 
kleinwerdende Größe, fo langen die Sätze der vorangehenden Pen, 
nicht aus, und wir laffen defwegen noch einige Säte über Eon 
bergen; und Divergenz der Reihen folgen. 

Wir glauben an Deutlichkeit nur zu gewinnen, wenn wie zuerſt 


eine Reibe, in der der Quotient * beim unendlichen Wachſen von 
k 


k ohne Ende der Einheit ſich nähert, vorführen, und Über dern 
Eonvergenz und Divergenz, fo weit die von uns bis jekt aufge 
fielten Säge ausreichen, Einiges mittbeilen. 

Es fei alfo die ohne Ende fortlaufende Reihe: 

1 + * + * + * + == + ..... , (0) 

wo m eine pofitive Zahl vorftellt, zur Unterfuchung vorgelegt. 

Wird das dem Stellenzeiger k entiprechende Glied diefer Reihe 
duch v. bezeichnet, fo hat man die Gleichung: ' 


xt _ (K\” 1 \” 

” = (7) = (1-4) ’ 
aus welcher zu erfeben ift, dag beim unendlichen Zunehmen von k 
der Quotient, von dem oben die Rede war, nur um eine unendlich 
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kleinwerdende Größe von der Einheit abfteht; folglich Tann von dem 
in der vorhergehenden Nr. aufgeftellten Sabe fein Gebrauch ges 
macht werden. 

Da wir aber dennoch, wie fogleich gezeigt werden fol, je nach 
Befchaffenheit der Zahl m Über die Eonvergenz und Divergenz biefer 
Reihe werden aburtheilen können, fo fcheint diefelbe eben fo gut 
einen Anhalt bei der Aufftellung neuer Saätze über Eonvergenz und 
Divergenz abzugeben, ald die Reihe (D Pr. 118 bei der Aufftelung 
des in der vorhergehenden Nr. mitgetbeilten Gatzes. Daß dem fo 
fei, werden wir in den nächftfolgenden Nrn. zeigen. 

Um die Eonvergenz oder Divergenz der vorliegenden Reihe (IT) 
beurtheilen zu können, legen wir bier die Fundamentalgleichung (I) 
Nr. 38 zu Grunde: 

Laßt man in diefer Gleichung m in —m übergehen, fo hat man: 

dx 1 
mn (m—1)x"-! 


Die nach dem Integralzeichen befindliche Function von x, bie 


Function * ‚nimmt, wenn m pofitiv iſt, beim Uebergange von x=1 
bis x=co0,, beftändig ab, und nähert fich zulekt dem Zuſtande des 
unendlichen Adnehmens; ferner erhält man aus Ddiefer Function, 
wenn flatt x nach und nady die Werthe: 
1, 2, 3, 4, 5, >... 

gefeßt werden, die obige Reihe (II): daher eignet ſich auch fehr gut 
das in Nr. 140 aufgeftelte Theorem, um die Fälle der Eonvergenz 
und Divergenz diefer Reihe zu erfahren. 

Sondern wir zuerft die zwei Fälle: m >iuınd m< 1. 

Da man mit Zuziehung der Gleichung (3) Nr. 32, aus der vorigen 
Sntegralgleichung, bei der Annahme m — 4 folgende Gleichung: 


[: — 
z” m — 1 
1 

erhält, und da der Ausdruck zur Rechten vom Gleichheitszeichen bei 
der gegenwärtigen Annahme eine endliche Größe vorſtellt, ſo iſt 
das beſtimmte Integrale links vom Gleichheitszeichen ein conver⸗ 
gentes; daher ſtellt ſich auch, nach dem oben eitirten Theoreme, die 
Reihe (IT) als eonvergent dar, wenn man m > 1 hat. 


+ Const. 
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Sf mi, fo giebt diefelbe Integralgleichung folgende Beſtimmug 


woraus, nach demfelben Sage, die Divergenz der Reihe (II) er 
kannt wird, wenn man m — 4 hat. 

Der Fall endlih, wenn man m = 1 bat, kann aus der obigm 
Integralgleichung nicht gefolgert werden, fondern wir legen bie 
die befannte Integralgleichung: 

' dx 
= log.x - Const. , 


gu Grunde, und da man bier: 
[: — == log.c0 == 00 


bat, fo ift auch in diefem Falle die Reihe (II) zu den Dibergesta 
zu zählen. Faſſen wir Alles zuſammen, fo läßt fih über die Reihe 
(II) Solgendes ausfpredhen: Wenn in der Reihe (II) m als pr 
fitive Zahl angeſehen wird, fo ift dDiefelbe convergent, 
wenn m — 4 iſt; Divergent hingegen, wenn m 1 if. 
424. Wenn nun irgend eine andere, ald die Reihe (IX) der vor: 
bergebenden Nr. zur Unterfuchung in Bezug auf Eonvergenz odr 
Divergenz vorliegt, und nähert fih, ‚wenn das allgemeine Bi 


derſelben durch u, vorgeftellt wird, der Quotient —- KH Geim une) 


tihen Zunehmen von k ebenfalls ohne Ende der Einbeit, fo mir 
man die Ergebniffe der vorangehenden Nr. mit gutem Erfolge be 
nußen, wenn zuerft die folgenden zwei allgemeinen Sätze feſtgeſtell 
werden. 

Wenn die zwei ohne Ende fortlaufenden Reihen (A) und (B) Nr. it 
die ihnen in den Nrn. 144 und 417 beigelegten Eigenfchaften beibe: 
halten, und wenn überdieß noch die Quotienten 

4 Ya 
uw 
beim unendlichen Zunehmen von k ohne Ende gegen die Einhei 
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eonyergiren, wodurch der in Nr. 447 aufgeftellte Sat keine An» 
wendung findet, dann hat man: 

1. Wenn die Reibe (B) eine eonvergente ik, fo ift auch 
die Reihe (A) eine convergente, falls der Unterjchieb: 


—XR Yy\k ' 
=) -() ” 
beim unendlihen Wachſen von k einen angebbaren ne 
gativen Werth dDarbietet; divergirt aber die Reihe (B), 
fo ift audh die Reibe (A) divergivend, falld derfelbe 
Unterſchied, beim unendliden Wachſen von k, fich als 
angebbare poſitive Größe darfteillt. 

Bei der Begründung diefed Satzes wollen wie und auch nur mit 
dem erften Theile desfelben befaffen. 

Da der Ausdrud (8), von irgend einem endlichen Werthe von k 
angefangen, und bis k — 00 fortgefebt, als continuirliche Function 
von k auftritt, fo Tann auf denfelben der in Nr. 116 aufgeftellte 
Sas in feinem ganzen Umfange angewendet werden. Zufolge dieſes 
Satzes und der bier gemachten Borgusfekung giebt ed einen endlichen 
Werth von k, der durch r vorgeftellt fein mag, für den der Aus- 
drud (8) von k=r bis k= 00 beftändig negativ bleibt: alſo ber 
ſteht die Ungleichheit: 

(=) <(e) vonk=rbisk—=@, 

U, Vx 
woraus auch 

UM Ya _ — 

—von kSr bis 
gefolgert wird. Bei der gegenwärtig geltenden Annahme iſt, nach 
Ne. 444, die Eonvergenz der Reihe (A) an die Eonvergenz der 
Reihe (B) gebunden, daher ift, wie wir ung vornahmen, der erfte 
heil unferes angelündigten Satzes erwiefen. 


I. Wenn die Reihe (B) eine convergente ift, fo ift auch 
die Reihe (A) convergent, wenn der Unterſchied: 


uE Te ee Tu 


beim unendlihen Wachſen von k einen poſitiven an- 
gebbaren Werth darbietet; ift aber die Reihe (B) diver- 
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girend, fo ift ed auch die Reibe (A), wenn der gleiche 
Unterfhied, aud beim unendblihen Wachſen von k, als 
angebdbare negative Größe fi berausftellt. 

Da die Deweisführung diefed Gaked ganz wie in I vollzogen 
werden kann, fo übergehen wir diefelbe, und machen uns fofort 
daran, die Brauchbarkeit diefer zwei Säge bei LUnterfuchungen 
über Convergenz und Divergenz der Reiben zu. zeigen. 


422. Mit Zuziehung ded Gatzes (I) der vorhergehenden Nr. 
find wir nunmehr in der Lage folgendes Theorem zu begründen. 

Wenn u das dem Stellenzeiger k entfpredhende, all 
gemeine Glied einer in den Pen. 144 und 4117 bezeid- 
neten, unendlihen Reihe darftellt, und ed befteht die 


Grenzgleihung: 
Lim: (=) = 4 , 
u, er 

wo e die Grundzahl der natärlihen Logarithmen und⸗ 
eine pofitive Größe bedeutet; fo ift dieſe Reihe conver 
girend oder dDivergirend, je nahdem „ um eine endlice 
Größe größer oder um eine endlihe Größe Eleiner als 
die Einheit ift. 

Auch bier wollen wir uns mit der DBeweisführung des erften 
Theiles dieſes Satzes begnügen. Stellt man, zu diefem Zweck, durch v, 
das dem Zeiger k entfprechende Glied der Reihe (II) in Nr. 490 
dar, dann bat man: 





da der Ausdruck vechts vom Gleichheitszeichen beim unendlichen Zu— 


1 
“nehmen von k den Grenzwerth e-= oder * darbietet, fo "bat man 


auch: 
Lim: (=) = I. 
vr e” 
Diefe Reihe (II) ift convergent, wenn m um eine endliche Gröfe 
"die Einheit übertrifft, daher wird die Reihe mit dem allgemeinen 
Bliede un, nad) der vorhergehenden Nr., ebenfalls convergent fein, 
wenn beim unendlichen Zunehmen von k der Ausdrud (8) derfelben 
Nr., oder wenn der Ausdrud: 
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Lim: (=) — 
u e" 
einen angebbaren negativen Werth darbietet; hat man ſonach bie 


Grenzgleichung: 
Lim: 6 = EN , 
u ei 
dann gefchieht der letzten Anforderung ein Genüge, wenn man die 
Ungleichheit: 
* 4 * oder u > m 


bat. Da man zu jeder Zahl zw, die um eine endliche Größe die 
Einheit übertrifft, eine Zahl m angeben kann, die Heiner als « und 
um eine endliche Größe größer als die Einheit if; und da ferner 
die Reihe (II), in der jedes Glied einen folchen Erponenten m trägt, 
zu den convergenten gehört: daher convergirt auch unter der vorlie- 
genden Annahme die Reihe mit dem allgemeinen Bliede u, m. z. b. w. 


423. Mit Zuziehung des Satzes II Pr. 121 find wir folgendes 
Theorem feftzuftellen im Stande. 

Wenn uw. diefelbe Bedeutung wie in der vorherge 
benden Nr. hat, und es beftebt die Örenzgleichung: 


Lin: (1 -)k=a, 
u, 


fo convergirt oder divergirt die.mit dem allgemeinen 
Bliede uw begabte Reihe, je nahdem der Grenzwerth 
a um eine endlihe Größe größer oder kleiner als die 
Einheit if. 

Um ebenfalls nur den erften Theil dieſes Satzes zu begründen, 
Iaffen wir auch hier v, in der Bedeutung der vorangehenden Nr. 
auftreten; alsdann hat man: 


— )Jı _ 1 ”(,. 
| (1-2) + = —0——— 
und wenn m poſitiv und endlich iſt, führt dieſe Gleichung auf fol⸗ 
gende Grenzgleichung: 


Lim: (-)ı=m. 





Nun ift die Reihe, deren allgemeines Glied v, ift, eonvergent, 
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wenn die pofitive Größe m umt irgend eine endliche Größe die Ein- 
beit übertrifft; daher wird, bei derfelben Annahme der Gröfe m, 
die Reihe mit dem allgemeinen Gliede u. ebenfalld conpergent fein, 
wenn der Ausdrud (8°) Nr. 121 oder wenn der Unterfchied: 
Lim: (« — =) k—ım 
ur 

einen angebbaren pofitiven Werth annimmt. 

Beftehet daher die Grenzgleichung: 


u 
Lin: (4 - et) k = 
u u, 2 


dann geſchieht dieſer Anforderung zur Sonbergen ein Genüge, 


wenn man: 
u>ı 


bat. Iſt nun «>41, fo ift auch eine Zahl m denkbar, die Heiner 
als « und größer ald Eins ift, daber ꝛc. 


424. Die Säbe der beiden vorhergebenden Pen. find für bie 
Anwendung unbrauchbar, wenn die dafelbft eingeführte und durdu 
bezeichnete Größe der Einheit unendlih nahe kömmt. Wir laſſen 
daher, um auch diefen Fall nicht unerdrtert zu laffen, einen mit 
den in Mr. 124 aufgeftellten Sägen, ganz analogen Satz folgen, 
vermittelt deffen wir zur Kenntniß eines neuen Kennzeichens über 
Divergenz der Reihen gelangen werden. 


Wenn die zwei ohne Ende fortlaufenden Reihen (Al | 


und (B) Nr. 444 ſämmtlichen in den Pen. 444, 117, 121 


feſtgeſtellten Bedingungen entfprechen, und wenn die 


Yusdrüde: | 


x (1-8), (1 "8), 
u, Vx 


beim unendlichen Wachſen von k, ohne Ende gegen die 
Einheit convergiren, ſo iſt die Reihe (A) zugleich mit 
der Reihe (B) convergirend oder divergirend, je nach 
dem ber Ausdrud: 


Meet. 





beim unendlihden Wachſen von k, einen angebbaren pr _ 


fitiven oder negativen Werth darbietet. 


L 0u 26 ”. | 
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Den erften Theil dieſes Satzes Finnen wir, wie folgt, begründen. 

Da der Ausdrud (y) von, irgend einem endlichen Werthe von k 
angefangen, und für alle noch größeren Werthe von k Bis ins Uns 
endliche fortgefeßt, eine continuirliche Function von k verbleibt, fo 
findet der in Wir. 4116 begründete Sak in feiner ganzen Allgemein⸗ 
beit Statt. Wenn nun diefer Ausdruck (y) beim unendlichen Wachfen 
von k einer angebbaren pofitiven Größe fidy nähert, fo beftehet, 
diefem Satze gemäß, wenn r einen binlänglicy großen, jedoch end- 
lihen Bahlenwerth vorftellt, die Ungleichheit: 


MS > pe B)l mern 


ferner ftellen, mit Beachtung der in Nr. 114 getroffenen Annahmen, 
die Binomien: - 

ih, gi 

u, ’ V. 
innerhalb derfelben Grenzwerthe von k, vpofitive Größen dar; baher 
fann diefer Ungleichheit nur dann ein Benüge gefchehen, wenn man 
tn < EH von kr bis k= 0 
u, Y ⸗ 

hat; und umgekehrt. Beim Statthaben dieſer Ungleichheit convergirt 
die Reihe (A) zugleich mit der Reihe (B), daher auch beim Statt- 
haben der obigen Ungleichheit. w. 3. b. w. 


425. Ehe wir zur Anwendung diefes Theorems übergeben, wird 
es gut fein, zuerft eine unendlich fortlaufende Reihe, in der die 
Größe u Nr. 123 der Einheit gleich wird, in Bezug auf Condergenz 
und Divergenz zu unterſuchen. 

Die folgende ohne Ende fortlaufende Reihe: 


4 1 N 4 
2 (log.2)” * 3 (log.3)” * 4.(log.4)* *5 (log.5)* F.., a) 


‘in der « einen pofitiven Werth bat, fcheint am Beſten hierzu ge- 


eignet zu fein; denn flellt man durch v, das dem Stellenzeiger k 
entfprechende Glied diefer Reihe dar, und entwicelt man den 


Ausdrud: 
(4 - zu) k 


nach auffteigenden Potenzen von 





4 4 
To und ‚FO erhält man: 
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(«-)x=1 — _53_ 
v log(k+2) kr2 23 42° 0° ° 
woraus beim unendlichen Zunehmen von k, wern nur « endlich 


verbleibt, die Grenzgleichung: 


Lin: (1) =, 
Y 


erhalten wird; da man dennoch je nach Befchaffenheit des Werthe— 
von a«, wie wir fogleich zeigen werden, die Fälle der Eonvergen 
und Divergenz diefer Reihe beftimmen kann, fo eignet fich diefelbe 
ganz vorzüglich zur Aufftelung neuer Kennzeichen über Convergen; 
und Divergenz unendlicher Reihen. 

Wir erfahren die Fälle dee EConvergenz und Divergenz der Reik 
(EIT) auf folgendem Wege: 

Wird in der Bleihung (458) Nr. OP m = — und p=1i-ı 
gefeßt, fo erhält man: 

S — * er” (op.x3° + Const. 
Sf nun «<A und pofitiv, fo hat man nach Gleichung (3) Nr. 3 


[- dx 0: 
xlog. x — 
2 


daher iſt alsdann, nach Nr. 110, die vorgelegte Reihe (III) cin 
divergente. 
Iſt 44 und poſitiv, fo iſt nach derſelben Gleichung 








Se A 
xtlog.x)” ( — 41Xlog.2)7? ’ 
3 


und da der Ausdruck rechts vom Gleichheitszeichen endlich ift, fo iß 
aus dbemfelben Grunde die fragliche Reihe conpergent. 
Für a4, a. man zuerft: 

_ d.log.x _ 
Slonr = für: 6 = log.(log.x) + Const. , 
mithin ' 

” dx 
j xlog.x 

woraus die Divergenz der Reihe (III) gefolgert wird; man fan 
alſo über diefe Reihe Folgendes ausfprechen: 


= 00 N 
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Die Reihe (III) ift convergent oder divergent, je nady- 
dem die pofitive Zahl « > oder = 1 ifl.‘ 


426. Betrachtet man die in der vorhergehenden Pr. behandelte 
Reihe in dem Falle, wenn man « —= 4 hat, fo kann man, wenn k 
in den Zuftand des unendlichen Wachfens tritt, folgende Gleichung 


feftfeßen: 
Yıı) _ 1 
(er z 


oder auch folgende: 
— Hm) _ 1, 
(er 
werden beide Theile diefer Gleichung zur kten Potenz erhoben, fe 


bat man: 
Dar 
er 


oder auch: „log.k 
kii — Ixti = 11 + 1 ‘ 
v. log.k ’ 


wo e die Grundzahl der natürlichen Rogarithmen vorſtellt; ferner ift 
> (log.h) +. .., 


k — N = 
Vx 
3 
— —** 1 \73 1 \i37..; 
* * 23 (« + 233 (i * Der) (i ” Ger) 5 


beim unendlichen Wachſen von k geht 











log.k — I .k)? 
e 4 + logk + 13 (log.k)? + 7 


daher bat man: 











1 + er Über in a , 











log.k 
4  \log.k 
(4 * Era3) ne, 
1 (log.k)? log.k 
1.2 1.2 
(« +7 *5) ne”, 
j (log.k)? (log.k) 
1.2.3 ; 1.2.3 
(4 + Ir) in e ‚ 
u. f. vw ‘ 


Raabe, Diff. u. Int. Rechunng. 43 
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daher bat man: 
o (0) 3 
im le P u. 
v/\ 
oder in dem Falle, wenn in der Reihe (III) der vorhergehenden Nr. 
«=4 if, alfo in dem Falle ihrer Divergenz, bat man die Gran; 


gleichung: 
k 
Lim: x (1 )} =. 
v. 


3ieht man daher das in Nr. 124 feftgeftellte Theorem in Betracht, 
fo gelangt man zu folgendem Theoreme, das über .die Divergen 
der Reihen hinreichenten Auffchluß giebt. 

Wenn u, dasallgemeine Blied einer unendlichen Reihe 
-dDarftellt, wie wir folhe in den Nrn. 414, 447, 121 um 
424 bezeichnet haben, und bietet diefelbe die Graz 
gleihhung: 





1 s ) ( — — (* = 
Lim: ) k fi F fı 
dar, fo ift dDiefelbe divergent, wenn u was immer für 
eine niht unendlich großmerdende Größe bezeichnet, ix 
jedoch der getroffenen Annahme zufolge nur pofitiv fein Bann. 


427. Sowohl einige Anwendungen der big jet gewonnenen Säͤhe 
über Convergenz und Divergenz beftimmter Integralien und unent 
licher Reiben mitzutbeilen, als auch einen für die Integralvechnun 
nicht unmwichtigen Satz zu gewinnen, beabfichtigend, ‚legen wir un 
folgendes beftimmte Integrale: 

AA ART... A HA, 
f aaa tr... + a_xX ta, dx 
zur Unterfuchung in Bezug auf Eonvergenz und Divergenz vor. 
Wenn der Kürze wegen folgende Gleichung feftgeftellt wird: 


AHA ip AT... A 1X, 


RE — nn 
‚ ara a"... + a tm 


fo feßen wir, zur Vereinfachung der Unterfuchung, die von x um 
abhängigen Eoefflcienten Ay, Ar, As, .. Ans 3, Au, as, ++ 
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dermaßen voraus, daß die Function g(x) für alle Werthe von x=a big 
x od beftändig mit demfelben Zeichen begabt erfcheine; aus gleicher 
Grunde fei die untere Integrationggrenze a fo gewählt, daß diefelbe 
Function (x) für feinen, innerhalb der Integrationsgrenzen fal- 
Ienden Werth von x unendlich groß werde. 
Seen wir in diefe Function ftatt x nach und nad) die Werthe: 
a, a h, a+2b, a 3h, a Ah, ... a+ih, 


wo h einen beliebigen, endlichen Werth, und i eine ganze, unendlich 
großwerdende Zahl vorftellt, fo erhält man durch Addition, der ſich 
fo ergebenden Werthe von Y(x) folgende, ohne Ende fortlaufende 
Reihe: 

g(a) + pla+h) + g(a+2h) + Hla+3h) + pla-Ah) =... ; (ea) - 
und je nachdem diefe Reihe convergirend oder divergirend ausfällt, 
wird auch, nach Pr. 440, das vorgelegte beftimmte Integrale con» 
dergirend oder divergirend fein. 

Unfer nächftes Gefchäft wird daher fein, die Fälle der Convergenz 
und Divergenz diefer Reihe auszufcheiden. 

Setzt man, um das dem Stellenzeiger k entfprechende Glied diefer 
Reihe zu gewinnen, in die obige Ylx) darftellende Gleichung a+kh 
ftatt x, fo bat man: 

Aulbk-ra)” +Aıchkta)" Ir... + A _(bkra)+A 


anchk+Ha)" + aıchkta)” Ir ... + a,_,(hkta)+ a, ’ 





pla-t-kb) — 
oder wenn die angezeigten Potenzirungen außgeführt und folgende 


Bleihungen: 
Bo — Ao,h” N 


B = [44 opera J 
20 = [aa han, 
ERTSTTRTT 


r y 








% 
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bb [* (perl era 
b, = [» Va a a 


feftgeftellt werden, hat man auch folgende Gleichung: 
Bok"4-BkFTHBsk" HB... 
bokt- bike bh? > 
wo, wie die vorangehenden Bleichungen zeigen, die Größen Bu, Bı .. 
bo, bı, - . von k unabhängig find. 

Um das dem Stellenzeiger k+1 entfprechende Glied der Reihe ic) 


o(a-+-kh) = 


[4 


zu erhalten, fee man in der letzten Gleihung k in k+41 um, I 


erhält man, wenn ablürzend folgende Bleichungen feftgeftellt werden: 


die Gleichung: 
C „k” + C,k®-1 +dke-2 +C;k"? + 
Cok'-+chk""+ or’ rn... 
Wird nun das dem Stelfenzeiger k entfprechende Glied ber Reihe 
(«) durch u, dargeftellt, fo hat man zunächſt: 


U __ Plarlk+N)h] 
% — gla+kh) 


gfa-+(k+1)h] = 
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und wenn man endlich noch folgende Gleichungen fefiftellt:. 


D,=h6, do = CoBı , 
D, = b,C,+boC: ‚ d = cBo+coBı f 
D; = b5Co-+bCı+boCz , d = sBotuBı+cB: , 


D; = b;C,+b;C,+b,Ce5+b,C3 N d; = e;Bo-rcaBı +c Be +coB3 ‚ 
und wenn man 
fegt, fo bat man: 
Urr — Dok! +D,kP1+-D;KP?+-D;kP? u 
u, Grat te... 
und da man überdieß noch Do = d, hat, fo erhält man nach efl- 
fielung folgender Gleichungen: 


mt+n=p 


\ 
D_-eE, ®=-w °=E 
sa. g=e “=, 
0 


folgenden Zuſammenhang zwifchen dem kten und (k-+4)ten Gliede , 
der vorgelegten Reihe (&): 


U _ KPHERKTTUHERKPÜHERP I +... (8) 
u, k’rekitrekt tr ek r... 


wo E,, E,, Es, ... &, €, &, + . . endliche und von k unab» 
hängige Größen vorftellen. 

Mit der Unterfuchung der Eonvergenz und Divergenz einer UN« 
endlichen Reihe, mo der Quotient zweier Nachbarsglieder durch eine 
Gleichung wie (6) gegeben erfcheint, wollen wir uns in der nächft 
folgenden Nr. ausführlich befchäftigen. 

4128. Da die Gleichung (8) der vorhergehenden Pr. bei der 
Annahme, k gehe in den Zuftand des unendlichen Wachfens über, 
auf die Grenzgleichung: 

Id 4 
u 


Lim: 
k 


führt, fo reicht der in Nr. 149 begründete Gab über Convergenz 
der Reihe nicht aus, und wir müflen uns zunächft an die in den 
Men. 122 und 123 aufgeftellten Sätze wenden. 

I. Legen wir zuerft den Sag aus Nr. 122 zu Grunde. 
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Der Gleichung: (8) der vorhergehenden Nr. kann man zuerk fel- 
gende Form geben: 


E, E, 
+ + _ + 
u. 41 k k2 
u, e € ’ 


gebt k in den Zuftand des unendlichen Großwerdens über, fo t: 
man auch: 


+ 
U4ı — k 
%, 1+% 


und wenn beiderfeitd zur kten Potenz erhoben wird, evgiebt m 
die Grenzgleichung: 
| Lin. (") - Ol. , 
za —B— 

wo e die Grundzuhl der natürlichen Logarithmen vorftellt. Es mirt 
alfo die Reihe, deren allgemeines Glied u, auf die Gleichung :; 
führt, nach dem citicten Satze convergirend oder divergirend fein, 
je nachdem e, — E, größer oder Heiner als die Einheit ift. 

II. Legen wir ferner den in Nr. 123 aufgeftellten Sat zu Grunde 

Die Gleichung (8) führt auf folgende Gleichung: 


k (4 _ = (s—E)k Ho —Erkt He Er... 6 
U, kKrpekt tree? 4—...... 


daher hat man beim unendlichen Wachſen von k die Grenzgleihun: 


Lim: Ix(i -=)| =a4—E;; 
ur 


woraus, nach dem citirten Satze ‚ dieſelbe Folgerung rückſichtlich der 
Eonvergen, und Divergenz der fraglichen Reihe gezogen wird. 


Hat man aber 
e&eı — E, —1 N 


fo kommt man mit feinem diefer zwei Säge bei der Beantworkun 
der vorliegenden Frage zu einem erwünfchten Endziele, und mt 
müffen uns an den in Nr. 4126 begründeten Gab wenden. 

III. Legen wir fomit diefen Satz unferer Unterfuchung zu Grumt, 
fo geht zuerft die obige Gleichung (>), wegen . 


a—-E=4i, 
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in folgende über: 








und für den unendlich großwerdenden Zuftand von k kann man auch: 
e—E; 


i+ 
k y _ Ian — k 


i+r 





feßen; erhebt man nun beide Theile diefer Gleichung auf die kte 
Potenz, und nimmt dann die Grenzen in Bezug auf das unendliche 
Wachſen von k, ſo hat man: 
Lim: — N = en, 

| u /\ ' 
wo e die Grundzahl der natürlichen Logarithmen ift; und da die 
Größe 

9 — er — BE 

nicht unendlich grofwerdend iſt, fo iſt die fragliche Reihe unter der 
vorkegenden Annahme, nad dem angeführten Gabe, divergirend, 
und wir gelangen nunmehr zu folgendem Gabe rüdfichtlih der 
Convergenz und Divergenz der Reihe, deren allgemeines Glied u, 
der Gleichung (8) der vorangehenden Nr. entfpricht: 

Diefe Reihe ift convergivend oder divergirend, je 
nahdem „—E, > oder = 1 if. 

129. Wenden wir nun das Ergebniß der vorangehenden Ne. 
auf den in Nr. 127 befprochenen Fall an, fo hat man zuerft, wenn 
die dort aufgeftelten Werthe von e, und E, berüdfichtiget werden, 
die Gleichung: 


werden bier die in derfelben Nr. für Do, Di, do, dı aufgeftellten 
Werthe eingeſetzt, ſo hat man: 
— x — Bb_G 
— co bb B 0o0' 
und wenn aus derſelben Pr. die Werthe von co, C4, Co, Ca ein⸗ 
geſetzt werden, erhält man endlich: s 


ne ()o6)eenn 
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Es ift, diefem zu Folge, die ohne Ende fortlaufende Reit ic) 
Nr. 127 eine convergirende oder eine divergirende, je nachdem diem- 
fitiven Zahlen n und m den Unterſchied — m — oder == geben; 
daher ift auch das zu Anfang derfelben Wr. vorgelegt: 
beftimmte Sntegrale convergirend, oder es bietet dar 
felbe einen endlihen Werth dar, wenn man 

nı — m >11 
bat; in jedem andern Falle ift diefes beftimmte Inte 
grale divergirend, oder dasſelbe nähert ſich alsdanı 
einem unendlich großwerdenden Brenzwertbe, wodurs 
jede weitere Beftimmung desſelben überflüffig wird. 

Wenn noch überdieß die höchften Erponenten der Variabeln x 
Zähler und Penner der zu integrirenden Differenzialformel die: 
beftimmten Sntegrals ganze Zahlen find, fo muß, um einen endliche 
Werth für diefes beflimmte Integrale zu gemärtigen, der höck 
Erponent n im Nenner den höchften Erponent m im Zähler wenigim 
um zwei Einheiten übertreffen. 


q. II. 


Darſtellung der Werthe beſtimmter Integralien ai 
den entſprechenden unbeſtimmten Integralfunctionen. 


430. Die Werthbeſtimmung eines beſtimmten Integrals aus de 
entſprechenden unbeſtimmten Sntegralfunction unterliegt, wenn de 
in der Integralrechnung I Nr. 31 und 32 Mitgetheilte berückſichtige 
wird, gar Feiner Schwierigkeit, und bedarf, wenn namentlich die 
am gleichen Orte aufgeftelte Gleichung (3) zu Hülfe gezogen mit, 
feiner weiteren Erläuterung, falls nicht die zu Grunde Liegende un 
beftimmte Sntegralfunction für einen und denfelben Werth der ab 
gemeinen Größe mehrerer Werthe zugleich fähig ik. Wir führe, 
um die Epriftenz folcher Functionen darzutbun, die Kreisfunctien 
arc.tang.x an, die für jeden Werth von x verfchiedene, und zum 
unendlich viele Werthe darbietet, welche auf» oder abfteigend der 
Größe nach geordnet, eine arithmetifche Reihe der erften Ordnung 
mit der befländigen Differenz x bilden. 
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Tritt eine folche Function, die wir vieldeutige Function nennen 
werden, als unbeftimmtes Integrale einer vorgelegten Differenzial: 
formel auf, und ift der Werth dieſes SIntegrals innerhalb zweier 
gegebenen Grenzen, nach der oben angeführten Gleichung (3) zu 
ermitteln, fo wird die Vieldeutigkeit der Function eine Unbeftimmt- 
heit im Refultate oder im Werthe des beflimmten SIntegrals dar: 
bieten; anderfeitd wiffen wir (Integralrechnung I Nr. 33 — 36), 
dag wenn in der zu integrirenden Differenzialformel H(x)dx die 
Function g(x) entweder urfprünglich von jeder Vieldeutigkeit frei, 
‚oder nach einem getroffenen Uebereinfommen von derfelben frei ger 
macht wird — und nur von foldhen Differenzialformeln wird in der 
Folge die Rede fein —, daß, dasfelbe beftimmte Integrale, da foldyes 
als Summe einer aus völlig beftimmten Gliedern gebildeten Reihe 
auftritt, nur ein einziges und unzweideutiges Reſultat darbieten 
muß; beide Beftimmungsmweifen eines beflimmten Integrals, die eine 
nach Gleichung (3) und die andere nach einer der Gleichungen (6), 
(7), (9), (40) oder (44) (Integralvechnung I), müſſen aber ein und 
dasſelbe Refultat darbieten: daher erübriget noch zu zeigen, wie die 
nad) der erften Beftimmungsweife, falls die unbefimmte Integral⸗ 
function vieldeutig ift, ſich darbietenden Unbeftimmtbeiten oder Viel⸗ 
deutigkeiten zu heben feien, damit auch dann noch nur ein einziges 
und beflimmtes Refultat erzielt werde. 

Das Befchäft der Deutung und Hebung diefer Unbeftimmtheiten 
‚wird den Inhalt der nächft folgenden Nrn. ausmachen. 


431. Zuerſt wollen wir zeigen, wie man die Vieldeutigfeit einer 
Kunction einer allgemeinen Größe analytifch ausdrücken kann. 

Wenn F(xz) eine von x=a bi x=b continuirliche und viel⸗ 
deutige Function der allgemeinen Größe x darftellt, fo kann man die 
Vieldeutigkeit des Functionwerthes für einen und denfelben Werth 
der allgemeinen Größe daducch heben, daß man eine oder mehrere 
von x unabhängige Größen mit der Function verbindet, welche ganz 
oder zum Theil willführlich die Vieldeutigkeit der Function erfeßen 
und, diefelbe eindeutig anzunehmen, geflatten. 

So fann man von der Pieldeutigkeit der Function arc.tang.x 
ganz abfehen, wenn die folgende: 

ran + arc.tang.x , 


fiatt derfelben gefeßt wird, wo, wenn die Größe r in der ganzen Allge- 
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meinbeit oder Willkührlichkeit einer ganzen Zahl auftritt, une 
are.tang.x nur einer von den unzäbligen Bogen, 3. B. der Henke 
und pofitive zu verftehen ift, deſſen Tangente die allgemeine Grik 
x borftellt. 

Eben fo drüdt man, analytifh, die Vieldeutigkeit der Functim 
vi .arc.Sin.x dadurdy aus, daß man ftatt derfelben folgende fekt: 


ar; 2 m 
(Cor — + y-1Sin. =} VX (2r’n -+ arc.Sin.x),, 


und in diefer Form die Function Vz: als eindeutig, oder als jm 
pofitive, veelle Zunction von x erklärt, die, zur mten Potenz e: 
hoben, x giebt, wie unter arc.Sin.x den kleinſten, pofitiven Boga 
fi) denkt, deffen Sinus glei x ift; dafür aber die Größe r jean 


der Werthe: 
0,1,2,3,&%,...m—1, 


und die Größe r’ jeden der ganzen pofitiven oder negativen Zahlen 
werthe, Null mitbegrirfen, fein läßt. 

Sm Allgemeinen kann man jede vieldeutige Function einer alle 
meinen Größe x, wie F(x), durch eine in Bezug auf x eindeutin 
Function von der Form: 

f(r, vr, 2, 2...X), 
oder einfacher, wenn g irgend eine Function der willtührlichen vn 
x independenten Größen: r,r’, r”, . . vorftelt, durdy eine Zum 


tion von der Form: 
fie, x) (a, 


erfegen; diefe Function Fo ,x) wird alle vieldeutigen Beftandtbail 
der Function Fix) enthalten, nur werden diefelben nunmehr a 
eindeutige Sunctionen auftreten; dafür aber werden die willkührlichen, 
neu eingeführten Größen r, r’, r”, . . oder deren Function ep, 
wie die angeführten zwei befonderen Fälle zeigen, die Vieldeutiglet 
eines jeden diefer Beſtandtheile erfegen. 
Stellt man demnach die verfchiedenen Werthe von g durch: 
E1, 083, 08, Oar » + Oxı ++» Q 
dar, fo können fämmtlicye aus der Vieldeutigkeit der Function Fix) 
entfpringenden Werthe ducch die Functionen: 


ſCor, x), fos,x), Kos,x) fCoa, x) .-- Mr,)--- ( 
erfeßt werden. Jede diefer Functionen enthält alle, die Vielden 
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tigkeit, hervorrufenden Behandtheile von F(x), jedoch - legen dieſe 

Beftandtheile nunmehr ihre Vieldeutigkeit ab, und treten in jeder‘ 
diefer Functionen in einem einzigen, unzweideutigen oder völlig bes 
fiimmten Sinne auf; fo daß die VBerfchiedenheit der Wertbe der 

Bunctionen (y) für einen und denfelben Werth von x lediglich von 

der Verfchiedenheit dev Werthe der Größen 91, E2, Q3, - - - ber» 

rührt, und keineswegs etwa daher, daß in einer diefer Functionen 

irgend ein vieldeutiger Beftandtbeil in einem, und in einer andern 
in einem anderen Sinne der Vieldeutigkeit auftritt. 


432. Stellt man nun das Differenziale dev. in der vorhergehenden 
Nr. betrachteten vieldeutigen Function F(x) durch @(x) dar, d. h. 
bat man, wenn o eine unendlich Elein werdende Größe vorftellt, die 
Brenzgleichung: 

Lim: |F(x+w) — F(z)! = g(x)w, 


und erfeßt man im Ausdrucke links vom Gleichheitszeichen die Viel 
deutigkeit der Function durch Einführung der in (a) aufgeftellten 
eindeutigen Function von x, wodurch folgende Grenzgleichung er- 
balten wird: 

Lim: }fio,x+w) — f{o,x)! = g(x)w; ?) (D 
fo kann man folgendes Theorem begründen : 

Wenn in die Gleichung (I) für x irgend ein Werth ein 
gefegt wird, der noh im Bereiche der Continuitäts 
grenzen a und b der vieldeutigen Function F(x) oder der ' 
eindeutigen Function flo,x) fällt; fo ift zum Beſtehen 
der fo erhaltenen Sleihung unerläßlidh, daß fowohl in 
f({g,x+o), als in fg, x) für g ein und derfelbe Werth aus 
(ß) eingefeßt werde. 

Denn wenn bei der Annahme b —- a und , 

b=a+no, 
wo n eine ganze, unendlich großwerdende, pofitive Zahl bedeutet‘, 
die folgende Grenzgleichung: 


*) Der Ausdrud rechts vom Gleichheitszeichen dieſer Gleichung wird im AU: 
gemeinen auch die Größe o enthalten; da jedoch die An= oder Abwefenheit 
derſelben keinen Ginfluß auf die Unterfuchungen der vorliegenden und der fol: 
genden Nr. ausübt, fo fehen wir einfhveilen hievon ab, und verfparen die 
nöthigen Grörterungen darüber auf Nr. 134. 
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Lim: flo, ‚a+(n+1)o] — fe, ‚atmo)} = pla-+-mu)o 
angenommen werden dürfte, og, und on zwei ungleid) große Wertheim 
e aus (8) vorftellen, und mo m einen der Zablenwerthe: 0,1,2,3,.. 
n — 41 bedeutet, alfo a+ mw einer der Werthe von a bis b ift; fs 
“ müßte auch noch folgende mit derfelben gleichbedeutende Gleichung: 


Lim: flo, a+-(m+1)w] — flo 





g a+-mw)! 


+ Lim: |ffo,,a+mo) — f(e,,a+mo} = g(a+mo)o 


befteben. Der Ausdruck rechts vom Gleichheitszeichen diefer Gleichung 
bh 
ſtellt, wenn das beftimmte Integrale [ Hlx)dx ald Repräfentent | 


einee Summe auftreten ſoll (Integralrechnung I), — und nur vm Ä 
diefer Vorausfegung werden wir in allen unferen Unterſuchungen 
geleitet —, eine unendlich kleinwerdende Größe dar; folglich müſſen 
auch die Ausdrücde zur Linken vom leichbeitszeichen Diefer Gr 
dung ein unendlich Eleinwerdendes Rejultat darbieten. | 

Jun bietet der auf der erften Zeile links vom Gleichheitszeiche 
diefer Gleichung vorfommende Ausdruck einen unendlich kleinwer 
denden Werth dar; denn unter den in (y) vorkommenden Funckione 
von x ift auch die folgende enthalten: 

f(0,, X) ’ 
und da folhe von z=a bi8 <—=b continuirlich vorausgefekt if, 
fo leuchtet fofort die Richtigkeit diefer Behauptung ein: es mu 
demnach der auf der zweiten Zeile auf derielben Seite des Gleid 
heitszeichens vorkommende Ausdrucd entweder unendlich kleinwerdend 
oder gleich Null fein. 

Das Unftatthafte des fo Gefolgerten läßt ſich, wie folgt, darthun 
Vermöge der Vieldeutigkeit der Function F(x) müflen fämmtlide s 
(y) aufgeftellten, eindeutigen Functionen von x, unter denen auf 
die zwei Functionen: 

f(e,, x) ’ f(o,, X) 
vorkommen, für jeden Werth von x = a big x = b ungleich greft 
wenigſtens endliche Unterfchiede eingehende Refultate darbieten; nu 
ſtellt a+mo einen diefer Werthe von x vor, daher muß aud de 
Unterfchied: 
ko, ‚a+-mo) — f(o,,atmuo) , 
oder defjen, beim unendlichen Abnehmen von o, fid) ergebender Grea 
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werth mindeftend eine endliche Größe vorftelen, woraus die Rich> 
tigkeit unferer legten Behauptung hervorgeht. Bei der Unzuläffig- 
feit des oben gefolgerten Ergebniffes ift aber auch die demfelben 
vorangeſchickte Annahme zu verwerfen: wir fehen und daher, bei der 
Annahme der Gleichung (I), zur Feſtſtellung folgender Gleichung: 
‚Lim: [ffo,, a+(m+1)0] — fio,,a+mo)} = g(a+mo)o (8) 
angewiefen, wo go, einen der Wertbe von oe aus (8) vorftellt. w 
3. b. w. 
133. Nunmehr find wir in der Lage den folgenden Satz zu be 
gründen: , 
Wenn Alles feine bisherige Bedeutung beibehält, und 


h 
wenn der Werth des beffimmten Integrals So)dx aus 
der folgenden Gleichung: 


ꝙ()dx = f(o, b) — fle,a) (m) 


zu ermitteln ift, dann muß in beiden Bliedern rechts. 
vom Gleihheitszeihen derfelbe Werth für go aus (P) 
eingefeßt werden. | 

Für die Annahme b=a+o leuchtet die Nichtigkeit dieſes Satzes 
aus der Gleichung (5) der vorhergehenden Pr. ein, wenn man 
dafelbft m = o annimmt. 

Für die Annahme b = a+2o wird die Richtigkeit dieſes Satzes, 
wie folgt, dargethan. 

Nach Gleichung (9) Nr. 36 bat man folgende Gleichung: 

Hax = wgl(a) + aglato) ; 
feßt man in die Gleichung (d) m = o, fo hat man: 
og(a) = Lim: |f(o,,a+0) — f{o,,a)} ; 
wird in diefelbe Gleichung (d) m=4 gefeht, und feht man, um 
der Allgemeinheit der Unterfuchung feinen Eintrag zu thun, a, ſtatt 
2g,:WO einen von g, berfchiedenen Werth von 9 aus (8) bezeichnet, 
fo bat man: 
og(a+o) — Lim: Ion, a+20) _ _ Kon, atw)} ; 

man bat alfo durch Addition diefer Gleichungen: 


a 200 
S 6)dx Lim: }[fo,,a+20)—fe,,a)] + [Kp,,a+o) — fa ,a+o)]}- 
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Fande nun die Gleichung (II), bei der Annahme b — a+ 2, für 

ungleiche Werthe von e aus (8) Statt, d. b. hätte man: 
a42o) 
f g(z)dx — Lim: Io, ,a+20) — fco,„ a) , 
wo 9, und E, dieſe zwei ungleichen Werthe von E vorſtellen, ſo 
hätte man, durch Verbindung dieſer Gleichung mit der vorangt 
benden, die Gleichung: 
Lim: jfle,, a-+u) — fo,,ato)} =o, 

welche, wie in der vorhergehenden Pr. bei einem ähnlichen Anlafı 
erwiefen wurde, bei der Annahme 9, = g, unftatthaft ift. Daher 
ift auch, bei der Annahme b = a+ 20, die Richtigkeit unſeres 
angekündigten Theorems dargethan. 

Sei ferner b = a+30 vorausgeſetzt. 

Die Bleichung @ Pr. 36 bietet zuerft folgende @leichung bar: 


S‘ p(a)dz = f 72 dx + S: Fix ; 


bezeichnet man durch o, einen der Werthe von ꝙ aus (A), fo haben 
wir fo eben die Richtigkeit folgender Gleichung: 


at2 
Findx = Lim: ffp,,a+20) — Kg,ra)} 
dargethan; ferner giebt die Gleichung (9) Nr. 36: 
at 
f g(x)dx —= wogla-+20), 
at20 


und wenn o, einen der Werthe von g aus (6) vorftellt, der vor ter 

Hand noch verfhieden von „, borausgefegt fein mag, fo bat man nad 

Gleichung (8), weun dafelbft m=2 angenommen wird, die Gleichung: 
og(a+20) = {fp,, a+30) — flo,, a+20)} ; 

daber hat man: 


at ° 
S g(x)dx = Lim: |[fe,. a+30)— fo, ,a)]+[flo, , a+20)—Kor, a+20)]- 


Soll nun die Gleichung (IT), bei der Annahme b= a+3o, für um 
- gleiche Werthe von 9 beſtehen, fo ftellen wir diefelben ducch 9, und e, 
vor, und man hätte alsdann: | 
+3 
SHa)dx — Lim: | fo, ,a+3w) — flo, 9} ; 


diefe Gleichung mit der vorhergehenden durch Subtraction verbunden, 
führt auf die Orenzgleichung: 
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Lim: |fo,,e+20) — Koy,at2o)! =o, 


weiche, wie fchon oben bemerkt worden ift, nur in dem Falle o, = on 
befteben kann; daher beftebet unſer angefündigter Lehrſatz auch für 
den Sal b— a+ Io. Banz auf gleiche Weiſe Übergeugt man f ch 
von der Richtigkeit dieſes Satzes für die Annahme: 

b=za+mo von m=i bis men, 


oder man hat: 
— = fe,,b — fo), (e): 


100 g, irgend einen der Werthe von po aus (£) bezeichnet. w. z. b. w. 


454. Um über den Werth von 9, aus der Öleichung (e) der vorange- 
henden Nr. zu enticheiden, müſſen wir ung der Gleichung (I) Nr. 132 
zuwenden, die fämmtlichen Nefultaten der zwei vorhergehenden Pen. 
zu Grunde fiegt. 

Wenn man 


f g(x)dx — Fi(x) -+ Const. 

hat, und wenn F(x) eine vieldeutige Function von x vorftellt, die 
man durch Einführung dee eindeutigen Function Flo,x) (Nr. 431) 
erfept, fo muß an die Stelle von yıx)dx das Refultat der Diffe 
venziation von (0, x) nach x gefeßt werden. Diefes Nefultat, welches 
entweder unabhängig.von go, oder ald Function von ꝙ auftreten wird, 
ift im erften Falle n(x)dx felbft, und im zweiten Falle fo befchaffen, 
daß ed für o9=o in g(x)dx übergeht; denn die eindeutige Function 
bon x, nämlich Ko,x), muß, ebenfalls für o—= 0, die primitive 
Function F(x) darbieten. 

Diefes zugegeben, fällt es nicht mehr fchwer den Werth von og, 
in der Bleichung (e) jedesmal zu beftimmen. 

In dem erften Falle, wenn nämlicdy 4.(x) den Character der Viel⸗ 
deutigfeit abgelegt hat, wird man im Ausdrude rechts vom Gleich⸗ 
heitszeichen der Gleichung (e) für o, jeden Werth von o fetten dürfen, 
oder es wird diefer Theil vom leichheitszeichen von ꝙ unabhängig 
fein. 

Im zweiten Falle wird man ftatt „(x)dx das Ergebniß der Dif- 
ferenziation von f(o,x) nach x fegen müſſen, und da alddann links 
und rechts vom Sleichheitdzeichen der fo umgeformten Bleichung (2) 
Diefelbe Größe 9, oder der allgemeine Werth derfelben ꝙ, vorkom⸗ 
men wird, fo ift auch in fämmtlichen Theilen diefer Gleichung der⸗ 


. 
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felbe Werth für £, aus den in (8) aufgeftellten Werthen von g gu 
ſetzen; wodurch eben fo viel befiimmte Integralausdrüde beftiumt 
erfcheinen, als die Zahl der Werthe, deren o fähig ik, Einheiren 
enthält. 

Sn den folgenden Nrn. werden wir zur Beleuchtung des bis jeh: 
Mitgetheilten einige darauf Bezug habende, befondere Fälle vorführen 

435. Aus der Gleichung (47) Nr. 43 erhält man folgen 
Gleichung: 


dx 

1—x3 
da die Function arc.Sin.x eine vieldeutige Function von x if, ı 
ſetzen wir flatt derfelben die Function: 

rn + arc.Sin.x, 
in der r irgend eine ganze Zahl, Null mitbegriffen, bedeutet, un 
arc.Sin.x nunmehr noch als eindeutige Function von x auftritt, J. 3. 
als Heinfter, pofitivee Bogen defien Sinus gleih x iſt. Durdy Zi: 
ferenziation diefer eindeutigen Function von x geht die Größe r veV: 
Ioren , daher hat man, nad) der vorhergehenden Nr., 
1 
dx 


75 = arc.Sin.i‘ — arc.Sin.O, 
—x 


— arc.Sinx + Const. ; 


d 
wo man in beiden Theilen zur Rechten vom Gleichheitszeichen tx 
Fleinften, pofitiven Bogen zu nehmen bat. Nun ift: 


arc.Sın.d = 3 und arc.Sin.0 = 0, 


daber bat man: 
4—x 2 ( 


0 
Bon der Richtigkeit diefer Gleihung kann man ſich auch, mı 
folgt, überzeugen. 
Wenn in der erfien der bier aufgeftellten Gleichungen die Zune 
tion are.Sin.x die ganze Allgemeinheit ihrer Vieldeutigkeit beibehält, 
fo bat man: 





dx , . 
— = arc.Sin.i — arcSin.O , 
/ 41—x? 


wo man ' 
arc.Sini = 2rn + $ und arc,Sin.0 = 2r'x 


bat, und wo r’ fowohl als »” beliebige, ganze Zahlen, Null mit: 
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De 


begriffen, vorftellen; wenn demnach unter vr irgend eine ganze Zahl, 
Null mitbegriffen, vorgeftellt wird, fo hat man: ; 


— Iran «UI. 
(5 em Zrıa 3 


Diefe unbeftimmte Größe r beftimmen wir auf folgendem lege. 
Die Gleihung (9) Nr. 36, auf den vorliegenden Fall angewandt, 
bietet folgende Gleichung dar: 


1 4 4 1 
(= pe Beleg | * vi⸗ * V1-(20) re — 


wo « eine unendlich Hein», m eine unendlich großwerdende Größe 
vorftelt, und wo man 

no =1 
hat; wenn k eine der zwifchen o und n enthaltenen, ganzen Zahlen 


vorftellt, fo hat man: 
ko — (ku), 
und hieraus . 


— > — —. 
Yı—ko 7 Vi-(ko) ' 
wird bier ftatt k nach und nad) eine der Zahlen 1, 2, 3,.. n—i 





1 
, . dx 
gefet, und die obige, den Werth von J ⸗— darſtellende Glei⸗ 


chung beachtet, ſo wird man auch auf folgende Ungleichheit geführt: 


1 


J— ty Ven* a 


dere Ausdruck zur Rechten vom Ungleichbeitsgeichen ſtellt nach der⸗ 


ſelben, angeführten Gleichung (9) den Werth des Sm 


dar, daber bat mun: j 
( Yi-x? < (= 1 ' 


(== - v5, 


1—X 


es ift aber 
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folglich 
f dx 2, 
yi-x * 
daher hat man: 
J 


mithin iſt in dem obigen Werthe desſelben Integrals, der durch 
Ira + Z ausgedrückt erfcheint, r Zo zu ſetzen, woraus die Ridy 
tigkeit der Bleichung (1) hervorgeht. 

Durch ganz analoge Schlüſſe wird man n aud) auf die allgemeine 


Gleichung: 
[7 vi⸗ 


geführt, wo a numeriſch kleiner als die Einheit iſt, und arc.Sin.a 
den numerifch kleinſten Bogen vorſtellt, deſſen Sinus gleich a ift. 
456. Die Sleihung (15) Nr. 42 führt auf folgende Gleichung: 


dx 
TA > arc.tang.x + Const. 





= arc.Sin.a (2) 


Die vieldeutige Function arc.tang.x erfegen wir durch die eins 
deutige Zunction von x: 
rar + arc.tang.x, 
wo r irgend eine ganze Zahl einfchlieflih Null und arc.tang.x den 
kleinſten, pofitiven Bogen, deffen Zangente gleich x if, vorftellt. 
Man hat daher nah Nr. 134: 
1 


dx 
(= = arc.tang.i — arc.tang.O , 
() 


dx 
f Tr. are.tang · — arc.tang.f , 


1 
wo in beiden Gleichungen, techtd von den Gleichheitszeichen, die 
Heinften , pofitiven Bogen zu nehmen find; folglich hat man: 
1 


dx _n “ax — 
ar 77 f gr’ | (3) 





' 0 . 
und durch Addition diefer Gleichungen, mit Buziehung der Gleichung 
(8) Nr. 36, erhält man: 
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” dx _a7 
ſch 14+x3 7. (% 
Auch von der Richtigkeit diefer Gleichungen Eönnen wir ung auf 
einem andern Wege überzeugen. 
Laßt man nämlich in der hier vorgelegten Gleichung die Function 


arc.tang.x eine vieldeutige Function von x fein, fo erhält man: 
1 


rer Du 4 
0 


wo r eine unbeftimmte, ganze Zahl oder Null fein ann. 
Um die Größe r zu beftimmen, bedenke man die Ungleichheit: 
1 
4-+x? 


die für jeden reellen Werth von x befteht, woraus fofort 


dx 
[5 <tame<ı 


gefolgert wird; berüchfchtiget man den Werth von r in der echten 
Gleichung, fo überzeugt man ſich ſogleich von der Richtigkeit der 
erften der Gleichungen (3). 

Was die zweite der Gleichungen (3) betrifft, fo giebt die oben 


vorgelegte Gleichung: 
“ dx 
f gt 7 , 
ı 


wo r in der vorigen Bedeutung auftritt; für jeden veellen Werth 
von x hat man aber 


Zi, 





1 
Ira<p 


daher hat man auch: 


fr<f: da — 1, 


woraus die Richtigkeit der ‚weiten der Gleichungen (3), und mithin 
auch die der Gleichung (4) einleuchtet. 
. Auf ähnlihem Wege wird man auf folgende Gleichung: 
j dx 
[= {+23 > arc.tang.a (5) 
0 
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folglich 


1 


J 


* 2; 


mithin iſt in dem obigen Werthe desſelben Integrals, der durch 
Ira + Z ausgedrückt erſcheint, r Zo zu ſetzen, woraus die Rich 
tigkeit der Gleichung (1) hervorgeht. 

Durch ganz analoge Schlüſſe wird an auch auf die allgemein 
Gleichung: 





daher bat man: 


dx 
Vs = arc.Sin.a (2) 
— 
geführt, wo a numeriſch kleiner als die Einheit iſt, und are. Sion 
den numerifch kleinſten Bogen vorſtellt, deſſen Sinus gleich a ik. 
4136. Die Gleichung (15) Nr. 22 führt auf folgende Gleichung: 


dx 
f 1.23 = arc.tang.x + Const. 


Die vieldeutige Function arc.tang.x erfeßen wir durch die em: 
beutige Function von x: 
ru + arc.tang.x, 
wo r irgend eine ganze Zahl einfchließlih Null und arc.tang.x in 
Heinften, pofitiven Bogen, deffen Tangente gleich x if, vorftellt. 
Man bat daher nah Nr. 134: 
1 


dx 
[#= arc.tang.i — arc.tang.O , 
0 ’ 


dx 
Sr = um — arc.tangf , 


wo in beiden Gleichungen, rechtd von den @leichheitszeichen, dr 
kleinſten, poſitiven Bogen zu nehmen ſind; folglich hat man: 


dx —, f dx _n A) 
1r2 4’ ir 8’ 





und durch Addition dieſer Gleichungen, mit Zuziehung der Gleichunz 
(8) Nr. 36, erhält man: 
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” dx 7 | 
(er ® 
0 . 
Auch von der Richtigkeit diefer Gleichungen können wir uns auf 
einem andern Wege Überzeugen. 
Läßt man nämlich in der hier vorgelegten Gleichung die Function 


arc.tang.x eine vieldeutige Function von x fein, fo erhält man: 
1 


f dx =rın «ZI, 
4+-x? 4 
0 


wo r eine unbeftimmte, ganze Zahl oder Null fein Tann. 
Um die Größe r zu beftimmen, bedenke man die Lingleichheit: 
1 
4-+-x? 
die für jeden reellen Werth von x beftehbt, woraus fofort 
4 


dx ı 
Sa <geme<i 





<1, 


0 R 
gefolgert wird; berückfichtiget man den Werth von r in der lebten 
Gleichung, fo überzeugt man fich ſogleich von der Richtigkeit der 
erften der Gleichungen (3). | 

Was die zweite der Gleichungen (3) betrifft, fo giebt die oben 


vorgelegte Gleichung: 
“ dx 
f Per u = , 


1 
wo r in der borigen Bedeutung auftritt; für jeden reellen Werth 
von x bat man aber 





1 1 
rm <p: 


daher hat man auch: 
\ = d . “1 
f rer < f > oder — A, 
1 1 
woraus die Richtigkeit der zweiten der Gleichungen (3), und mithin 


auch die der Gleichung (4) einleuchtet. 
.. Auf ähnlihem Wege wird man auf folgende Gleichung: 


dx | 
f IT > arc.tang.a (5) 
0 
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geführt, mo der Ausdruck rechter Hand vom Gleichbeitäzeichen in 
numeriſch Heinften Bogen vorftellt, deſſen Tangente gleich a iſt. 


437. Die Öleidhung (24) Di 44 bietet folgende Gleichung der: 


dx x+Cos.8 
f 4+ 2x00s.8-+-x? = 8 „arc.tang. Sin.® co 


Schließen wir jene Wertbe von © aus, die gleich oder größe 
als x find, fo behält der Penner des Bruches Links vom Gleich 
beitözeichen für alle reellen und pofitiven Werthe von x immer dad 
pofitive Zeichen bei, und geht nie in den Zuftand des unendliche 
Abnehmens über: wir können ung alsdann auch, nach Nr. 106, 
mit der Auffuchung des Werthes des vorgelegten Integrals inne: 
halb zweier reellen und pofitiven Grenzwerthe von x befchäftigen. 

Erſetzt man die vieldeutige Function von x, rechts vom Gleich 
heitszeichen, durch: 








„(en + arc.tang. x+Cos. 2) , 


1 
Sin. Sin.® 
Ivo r_ ganz und Null fein kann, und arc.tang. den Heinften Boge 
vorfell, fo erhält man nach Nr. 134, 


dx 4 a-+Cos.9 Cos.6 
— — — t —= . . 

f 1+2xC0os.0+27 > ms 8 jare AR Sin.® arc.tang in. 
0 








und wegen 


arc.tang.u -+ arc.tang.v — arc.tang. i 


bat man auch: 


f — æ— aSin. 


1+2xC0s.8+x3 — Sin.® & are. tang. 4-raCos. 8’ 





0 





mo, wenn a poſitiv angenommen wird, arc.tang. —— 
kleinſten, pofitiven Bogen vorſtellt, deſſen Tangente gleich Rn⸗ 
12060.6 


iſt. 
Für a = 00 geht dieſe Gleichung in folgende über: 


dx 1 
f i+2x00.0+23 Sin.® arc.tang. (tang.8) . 
0 


Der Heinfte Bogen, deffen Tangente durch tang.® dargefellt f, 
ift Heiner ald x und gleich ©; daher hat man: 
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dx — 0 
S 4-+-2xC0s.0+23  Sin.® ’ Mm 
welche Gleichung für alle Werthe bon & beftehet, die numerifch 
kleiner als x find. 
438. Man überzeugt fich fehr bald von der richtigkeit folgender 
unbeſtimmten Integralgleichung: 


(arc.tang.x)” dx = 1 
1 + x m-+ 





n (are. tang. xyti + Const. 


Erſetzt man die vieldeutige Function, rechts vom Gleichheits⸗ 
zeichen, durch 
1 


— (rn + arc.tang. xy=t1 + Const. , 
m-+1 


wo r eine ganze Zahl oder gleich Null fein kann, und arc.tang.x den 
numerifch Heinften Bogen vorftellt, deffen Tangente gleich x ift, dann 
bat: man, nach vollzogener Differenziation diefes Ausdruckes nach x, 
folgende Gleichung ftatt der vorgelegten: 
f Iemraretang.x) dx = Ä_err + arc.tang.x)”". + Const.,, 
1 12 m4 


aus welcher, nach Nr. 134, folgende gezogen wird: 


pe” I$rn+arc.tangx}" 4 faH, 0 sam Rn 
IT: =.6) De —— 
wo im Ausdrucke links vom Gleichheitszeichen die Function arc.tang.x 
als eindeutige auftritt. Sekt man aber dafelbft arc.tang.x ſtatt 
rs-Farc.tang.x, fo bat man: 
(arc.tang.x)® 4 fat mf1__/g. mt 

f — —*— dx = =) | (2r-H1) (2) , (9) 
wo nunmehr die links vom Bleichheitszeichen vortommende Function . 
arc.tang.x als vieldeutige Function von x auftritt. Die verfchiedenen 
Werthe von r diefer Gleichung richten fih, mit Zuziehung der vor⸗ 
angehenden Gleichung (8), nach den verfchiedenen Annahmen der 
Werthe der vieldeutigen Funrtion arc.tang.x, und umgekehrt, wie 
im Folgenden’ an einigen befonderen Füllen gezeigt werden fol. 

Es fei zuerſt r=o, fo bat man: 


(arc.tang.x)® „, — _1 (2) 
a nn 7 [U  _ _ m ' 
1+ x ın+1\2 
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440. Die Gleihung (172) Fir. 95.. giebt, wenn zuerſt x u -ı 
umgefegt wird, folgende Gleichung: | 


f* a dx = 
1.2.3...p 


0 
aa Ei, _1 or n? 
= log! | 1 = [1-+-nlog.a + zog)? +. 








7 — —JJ 


wird a — 1 gedacht, und verſetzt man n in dem —** des unbe 
ſtimmten und unendlichen Zunehmens, fo echält man für alle gan 
und pofitiven Werthe von p die Gleichung: 


—* 1 
Pa’dx — 1.2.3.4. ... — , 
5* nr : p (log.ayP}! 


Wird Hier a = e” angenommen, wo e die Grundzahl der natr 
lichen Logarithmen vorftellt, fo bat man für jeden pofitiven er 
bon m: 


(f 


Gem 123... p. — h 
JS = e P-—n- [N 


Diefe Gleichung findet nur für ganze und pofitive Werthe von; 
Statt; wie der Werth des beftimmten Integrals links vom Gleit 
heitszeichen für gebrochene Wertbe von p zu ermitteln fei, wirdei 
im folgenden Kapitel gezeigt werden. 

444. Die zwei Gleichungen (88) und (89) Mr. 65 eignen ſich a 
gut, den Werth des beftiimmten Sntegrals 


” zudxr 
S 4 + xx 
ju ermitteln. Zuerſt kann man diefe zwei citirten Gleichunp 
bie die Fälle, wenn p gerade und wenn p ungerade ift, gefondt 
darftellen, durch eine, beide Fälle umfaffende Gleichung, wie fig, 
erfeßen. 
Läßt man in (88) ım in 2044 übergeben, fo bat man: 


zu dx 
Pr Zeus 
k=p 


= Cos. —e— — Iop.(1-2x Cos. Um. =) 
2p p 2p 


Se x — Cos. 2 


„23 — EN er Co 
p S; (2k-1)a 
k=1 sin. 2. 
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und da die Bleichung (88), aus der diefe gezogen wurde, für alle 
ganzen und pofitinen Werthe von m beftehet, die kleiner als 2p find, 
fo findet die vorliegende Gleichung für jene ganzen und pofitiven 
Werthe von m und p Statt, für die man 

| n=p—1 
bat. Gebt ferner in diefer Gleichung x? in x oder x in yx über, 


fo hat man audh: 
x"dx _ 
f 41H: 
ment Ip (1 — 2yxCos. u + 2) 


2k-1)r 
— V - Cos, 1" 
De -arctang. —— PC. , 
Sin, 20m 


k=1 ® 2p 
welche die verlangte Bleichung ift, von der wir bei der Werthbe- 
flimmung des vorgelegten beftimmten Integrals ausgehen werden. 
Ehe wir uns an die Beflimmung des vorgelegten Integrals machen, 
ſchicken wir nody die Bemerkung voraus, daß der Werth diefes 
Integrals nach Nr. 129 nur dann ein endlicher iſt, wenn man: 

m — p—1 (c) 
vorausſetzt. Gehen wir daher von der Annahme des Statthabens 
dieſer Ungleichheit aus, ſo führt die letzte, unbeſtimmte Integral⸗ 
gleichung zuerſt auf folgende Gleichung: 


x=ix _ 
S: Ru Zus 
) 
0.4 (m+1)2k-1)z ( _ (2k-1)m ) 
== _ Cos. — Iog. 1 — 2yn.Cos. —_— + n 


Vm̃. Sin. SE 
2p 


k=p 





kp 
+2 Sin. (m+1)(2k-4)m .arc.tang. 
2 pP 


p 


9 
1-V. Co, Ce 


wo in der zweiten Zeile vechtd vom Gleichheitszeichen,, nach Nr. 43%, 
der Beinfte Bogen zu verftehen if. Geht nun nm in den Zuftand des 
unendlichen Wachfens über, fo hat man: 
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"dx 1 | (m-+1X2k-1)r 
er 5. Cos. — log. n 
1 


— > Sin. ZZ arc.tang (tung. tr) , 
2p 





oder auch: 


a⸗ —44 | (m-+1)(2k-1)x 
f —— (log.n) . Cos. — 


0 
kız (1 
_! Sin. (mr) C 
P U P 


Stellt & irgend einen Bogen vor, fo hat mean: 





kur 
Cos.(2k-1)8 — 1 Sin.2p® _ | 
. 0s.(26-4) 32 Sın® " 0 
k= 


umd wenn diefe, in Bezug auf © identifche Gleichung nach © Kit 
renzirt wird, fo hat man: 


km 
_ .)8 — ı ) Sin.2p®.Cos.0 Cos.2p0 
Sana = [peöee aaa} 





k=1 
Wird in diefen zwei Gleichungen 
gg — (mtHl)r 
P 
angenommen, fo erbält man: 


——* (m+1X2%k-1r  1Sin.2m-H)x 
> Cos. — — — — — 


2 Sin n+1 x ⸗ 
- (m-+1)(2k-1) p Co: Um-+-A)r 
> (2k-1)Sin. nes mi — 
Sina. 





Sin.2(m-+-1) . Cos. mi, 
.! P 


—[__. 
? (si. m+i x) 
p 


Berüdiichtiget man die Ungleichheit (a), ſo km + 1<—p, m 
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die Penner der Ausdrüde zur Rechten der Bleichheitszeichen find 
fämmtlich von Null verfchieden; es ift aber m + 4. eine ganze Zahl, 
daber hat man: 

kaup 





Cos, (MHN2K-Ur = o 
2 p 
1 
key 
(2k—1)Sin. BC _ —— 
p Si n+i1 
. | ın. — pi; 
wodurch die obige Gleichung in folgende übergebt: 
. 
x"dx n - 
f — — —. 2113) 
0 +2! Sin.(m+4) 5 


Diefe Gleichung, die nur für ganze und poſitive Werthe von m 
und p, welche der Ungleichheit («) ein Genüge thun, abgeleitet 
wurde, befieht auch, wie im Verfolge (Nr. 145) dargethan werden 
ſoll, für alle reellen und pofitiven Werthe von m und p, die der- 
felben Ungleichheit genügen. 


442. Die Gleichungen (165) bis (168) Nr. 94 führen ebenfalls 
auf einige beachtungswerthe beftimmte Integralausdrücke. | 
Berücdfihtiget man die a. a. D. feftgeftellte Bedeutung von a(y) 
und guy), bedenkt ferner, daß die Functionen Sin,u und Cos.u für 
reelle Werthe von u die Einheit nie übertreffen, und daß endlich 
yo) =A und gılo) = 0 
fei, fo ergeben fich folgende vier Gleichungen: 


& 
f (mA; + nB,)dy _ 
g(2npy) — “oe-2uPy — 
0 


’ 


Pr N 
1 g@npy) g(2npy) — Cos.2mpy 


( (mA, — nB,)ddy _, 
g(2npy) + Cos.2mpy 
0 


4 


“ (nA, + mB;)dy _ _ q ki 
f g(Znpy) + Cos.2mpy zu . 1)*(2k-1)Cos. ar 7 —ın 
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Aus der trigonometrifchen Analyfis können wir folgende Blei 
dungen entlehnen: 
k=-rpr—1 
(-1)"Cos.k® — re Cos.p8 + Gos.(p-1)8 


4 + Cos.® d 
kei 


k=p 
Sin.2p® . 
Cos.0 





(-1)*Sin.(2k-18 — 1? 
—=i j r 
differenziet man beide Theile diefer Gleichungen nach &, fo Hat man: 
k=p—1 
Keks: — 1, gp-ıpSin.p8 + (p—1)Sin.(p—1)8 
(-1)"kSin.k® 3 ( 1) as 
— 1 


, v- [Cos.p9 + Cos.(p—1)8]Sin.® 
5 r (1 + C0s.0)% ' @ 


AK (ok. ‚(k-ne — !c-ıyr )2pC0os.2p® _ Sin.2p6Sin.o| 
3% (2k-41)Cos.(2k-1)0 >) u Tue 4) 


wird in die erfte diefer zwei Gleichungen 0 = 2 x und in die zweite 


= 1.7 gefet, und beachtet man den Umftand, daß q und p 


ganze Zahlen find, wo, im Falle beide pofitiv vorausgefeßt werden, 
nothwendig q — p ift, fo hat man folgende zwei Gleichungen: 


Kup 
Ir in. Ikx = I pt-1yPtang. I.7 
(1) ’kSin. kr zPN"Tng. J. 5, 
1 





kp 
(-1)* (2k-1) Cos. q . 2k-1 = per" 0 1 0 
2 p 2 Cos. 1 ._ 
p 2 


Es bieten fomit die obigen vier Gleichungen, wenn für A,, B;, 
A,, B. deren Wertbe aus Nr. 94 wiederum eingefet werden, 
und y in x umgetaufcht wird, folgende vier neue Gleichungen dar: 


o 
f gln{p+gx]Cos.mip-gx— g[a(p-gx]Cos.mip+gx 4, — N” ung 
g(2npx) — Cos.2ınpx 2p CZ 





M 
g(2npx) — Cos.2mpx 2p 


1) 
f ——— |Sin.m(p-g)x—pı[n(p-q)x]Sin.m(p-+q)x dx M 
() 
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f g[n(p-+-g)z] Cos.m(p-g)x-+g[n(p-g)x]Cos.m(p+-g)x dx —_N 4 
0 


g(2npx) -+ Cos.2ınpx 2p Cos ga ’ 
'2p 





f —AA „_M 1 , 
/ g(2npx) + Cos.2mpx 2p Cos. * 


wo zur Vereinfachung 


M= (17m und N= -1y"'n 
n3 -+ m? n? -+ m? 











gefeht wurde. 

Daß man, ftatt (-A)PF? die pofitive Einheit zu feßen, berechtiget 
fei, überzeugt man fih aus dem Folgenden: 

Zuerſt bemerken wir, daß p und q ganze Zahlenwerthe haben, 
folglich ſchwankt noch der Werth von (-A)PFT zwifchen der pofitiven 
und negativen Einheit. Gebt man aber in die obigen vier Gleichungen: 


. 2p ſtatt p, 2q ſtatt q, — Rott m und > ſtatt m, 


fo bleiben die Ausdrücke zur Linken der Bleichheitszeichen unver⸗ 
ändert; auch die Ausdrücke zur Rechten der Gleichheitszeichen bleiben 
diefelben, nur daß nunmehr (-L)’r*?T ſtatt (-ArtT zum Vorſchein 
kömmt; es ift aber: 

(rt +4, 
daher ift unfere vorige Behauptung gerechtfertiget, und man bat in 
diefelben vier Gleichungen 


_. om zn 
MS und N = 4m 





zu feßen. 
Wird noch Überdieß folgende Annahme getroffen: 


pp=o, ga=ß, ==7 


fo hat man, wenn abkürzend 


m 
Za(iry) r 
gefeßt wird, 
f ol(«+#)x]Cos.Ha-B)x—p[(a-B)x]Cos.y(a-+-B)x dx =u.tang. ex , (44) 


2ax) — Cos.2ayx 
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f Gılla+p)x Sin.1a-2x—g1lla-M)x]Sin.yiar+ß)x dx=yu.tang. CT, 115) 


g(2ux) — Cos.2u, x 





f al (x +B)x]Cos.{a-B)x-+Yp|(a-B)x]Cos y(a+-P)x zu. 1 » (6) 
. c 








4 (24x5) + Cos.2ayx 08. Ir 
u 2a 
f pılla+B)x)Sin.yla-B)x+pı[(a-B)x]Sin.ylx-+-8)x dx yu. 1 ‚(in 
A pı2ax) + Cos.2ayx 08. A 
20 


wo, wegen der Willführlichkeit der obigen Größen m und n, num 
mehr &, ß, 7 beliebige, veelle Größen vorftellen, mit der einzigen 
Beſchränkung jedoch, dag man 8 vorausſetzen muß. 

143. Wir wollen dieſen Paragraph damit ſchließen, einige beſondere 
Fälle der Gleichungen (14) — (17) der vorangehenden Ne. bier zu⸗ 
fammen zuftellen. 


| 
I. Gebt man in diefen Sleihungen „= o voraus, fo werden die 


Gleichungen (15) und (47) identiſch realiſirt, die Gleichungen (14) 
und (16) dagegen bieten, wenn die Bedeutung der Function 90) 
Ne. 94 beachtet wird, folgende zwei Gleichungen dar: 


em — nu FREE HEN 
zn TUE 553 





0 
[ae + (BR, te 
0 


X 
mu me ) 
eaX 5 o2aX 29 2a Cos. ö 3 
a 
oder auch: | 
“ ef* — er — — tang. 9.7 N 
ux =uxX 2 a2 
o * . 
(18) 
ex, 4 _ı 1 
S et . ec 0* 3a Cos pa 
0 a2; 


wo 8 und « reell und an die einzige Bedingung 4 — a gebunden 
find. 

Diefe zwei Bleihungen kann man um ein Namhafte veralige 
meineren, wenn man: 0 


B— pn" et — a” 
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vet ,‚ wodurch folgende Gleichungen erhalten werden: ! 


si — — tang. !eb,a , 
FE nn 2mlog.a log.a 2 
j | 19) 
“pe 4 po —— 
gut. a7 Imloga a — og n ?’ 
0 8. Tog.a a'2 


wo a, b und m pofitive, reelle Größen find, und ba zu nehmen it. 
II. Man ſetze in dieſelben Gleichungen B=o, aa, y= =, 


fo werden die Gleichungen (14) und (16) identifch tealifirt, und die 
Gleichungen (15) und (17) führen, mit Beachtung des Werthes von 
Fly) aus Ne. 94, auf folgende zwei Gleichungen: 


f (e” + e")Cos.bx „_a_ 8 
eꝰ 4 2Cos.2bz + ei Aa + j 
. (20) 
f te — e")Sin.bz _—ı bh L 
eꝰx - 2Cos.2bxz + e?” ab’ 


wo a und b beliebige, reelle Größen bedeuten, wo jedoch a poſitiv 
oder größer ald Null fein muß. 


$. IE. 


Darftellung der Werthe Yefimmter ISntegralien nach 
der Methode ber Ableitung, und der des Zurüd- 
fübrens auf dem Wege der Subftitution, und der 

Recurfion. 


484. Die Übleitungsmethode ſowohl, ald die Integrationsmethode 
des Zurüdführens auf dem Wege der Subflitution (Integrafvech- 
nung II. $. IL und III) bedürfen noch einiger Erlduterungen und 
Erörterungen, die wir in Folgenden mittheiten wollen, um dieſelben 
mit fiherem Erfolge bei Herſtellung der Werthe beftimmter Inter 
gralien in Anwendung bringen zu können. 

Wenn die Gleichung: 

f atz)dx == F(x) -+ Const. (A): 





29% Sntegralrehnung. TIL 444. 


zu Grunde gelegt wird, fo hat man: 
b 
S g(z)dx = Fib) — F(e) . (B) 


Verfährt man mit diefer Gleichung nad) der Ableitungsmethode, 
d. b. läßt man hier x in (x) übergeben, fo bleibt noch die ent- 
fprechende Umformung der Integrationsgrenzen zu zeigen übrig. 

Wird ferner zur Ausmittelung des Werthes des beftimmten In 
tegrals: , 

S 9 (x) dx, 


die Methode des Zurückführens auf dem Wege der Subſtitution: 
x=yul), 
angewandt, wodurch 
Ax)dx = glylylyıly)dy 
erhalten wird, wo 
Yıly) = m 


ift, und feßt man: 


h 6 
S o(xz)dx = S elusilpuy)dy , (©) 


fo bleiben auch bier die neuen Integrationsgrenzen « und B zu ® 
mitteln übrig. 
Wir gelangen zur Kenntniß diefer neuen Integrationsgrenn, 
indem wir ung der Gleichung (A) zuwenden. 
Wird in der Gleichung (A) x in (x) umgefeßt, fo Hat man: 
f Hlus)jyız)dx = Fly(x)] + Const. , 
woraus ' 


glyz)]yıiz)dx = F[ypß)] — Flw(o)] :D) 


gezogen wird; vergleicht man diefe Gleichung mit der Gleichung (B), 
namentlich die nach den Integralzeichen vorkommenden Functionen 
von x, fo kann man diefe Gleichung (D) nur in dem Falle, al⸗ 
durch Ableitung (Sntegralrechnung II. $. ID aus (B) entkanden, 
onfeben, wenn man folgende Gleichung: 

F(b) — F(a) = F[y(8)] — Flle] (E) 
feſtſetzt; da dieſe die einzige Gleichung ift, die bei der Beſtimmung 
der neuen Grenzen &, 4 zu Rathe gezogen werden muß, fo erſieht 
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man, daß unendlich viele beſtimmte Integralien aus einem einzigen 
beftimmten Integrale, nach der Ableitungdsmethode, gewonnen werden 
tönnen. Unter diefen neu gewonnenen befiimmten Sntegralien ift 
jenes dad gebräuchlichfie, weiches folgende Auflöfung der lebten 
Gleichung darbietet, nämlidy: 

v)=b, vlo)=ma. (F) 

Diefe zwei Gleichungen thun offenbar der Gleichung E) ein Ges 
nüge; beſtimmt man daher aus denfelben die Werthe von = und 
ß, und ſetzt diefelben in die Gleichung (D) ein, fo ift die fo erhaltene 
Gleichung, ald eine nady der Ableitungsmethode aus (B) gewonnene, 
neue beftimmte Sntegralgleichung anzufehen. 

Im ganzen Verfolge diefed Werkes werden wir ung lediglich die 
fer Gleichungen (F) bedienen, um aus bekannten beftimmten Inte⸗ 
gralausdrüden, nach der Ableitungsmethode, zu den Werthen neuer 
beftimmten Sntegralien zu gelangen. Wird bei der Ausmittelung 
des Wertbes eines beflimmten Integrals die Methode des Zurück⸗ 
führend auf dem Wege der Gubftitution eingefchlagen, wo man 
demnach auf eine Gleichung wie (C) geführt wird, fo kann man die 
felben Gleichungen (F) bei der Beftlimmung der MWerthe von « und 4 
zu Grunde legen. Es haben nämlich die zwei Methoden, die der 
Ableitung und die der Subftitution, dag gemein, die Werthe zweier 
befiimmten oder unbeftimmten Sntegralausdrüde durch eine neu ein- 
geführte, vermittelnde Function, wie I(x) oder (y), in gegenfeitige 
Abhängigkeit zu bringen, die erfte Methode durch ein Fortentwiceln 
und lettere durdy ein Zurüdführen: aus diefem Grunde gilf bei 
beiden Methoden diefelbe Vorſchrift rückſichtlich der Werthbeſtimmung 
der neuen Integrationsgrenzen « und £. 


445. Wir fchiden ung nunmehr an, abmechfelnd, nach den drei in 
der Ueberfchrift diefesg Paragraphen angezeigten Integrationgmethoden 
die Werthe beftimmter Sntegralien herzuleiten und zufammenzuftellen. 

Zuerſt wollen wir, mit Zuziehung des in der vorhergehenden Nr. 
Mitgetheilten, die Richtigkeit der am Schluſſe Nr. 141 gemachten 
Behauptung, die Gleichung (13) betreffend, darthun. 

Sept man in diefer Gleichung (13), die nur für ganze Werthe 
von m und p abgeleitet wurde, nad) der Methode der Ableitung, 

x in x", alſo dx in nx""? dx 


® 
Raabe, Diff. u. Int. Rechnung. 45 
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um , fo bieten die Gleichungen (F) der vorangehenden Pe. folgmie 
Bleihungen zur Beſtimmung von « und 8 dar: 


=, =; | 
fiebt man n als 'pofitive, veelle Größe an, fo findet man: 
FE — 00, a=o, 
und aus der eitirten Gleichung (13) wird nun folgende gewonnen: 
eo A 
f nnd _ Op , 
1+x" Sin.(m-+1) . 
oder auch 
o 7 
f med _ mp , 


 o 1i*+ xer —B 


Setzt man nun 
ma +n —i=m md np=p, 
fo find, wegen der Willführlichkeit von m, m‘ ſowohl als p’ völliz 
willkührlich, die jedoch, wegen der Befchräntang m — p — 1 (I. 
441 (a)), der Bedingung: 
ın‘ — p’ — 4 
entfprechen müffen, wodurch dann die vorige Gleichung in folgenk: 


A 





f x” dx _ p’ 
Ar Si. nt) 


übergeht, d. h. die eitirte Sfeichung (13) findet für alle reen 
und pofitiven Werthe von m und p Gtatt, die der am gleiche 
Drte aufgeftellten Ungleichheit (a) genügen. w. 3. b. w. 


4146. Wird in den Gleichungen (18) Nr. 145, die für alle reellen 
Werthe von a und 8 befiehen, welche der Bedingung & — 8 gr 


nügen, x in log.x umgefeßt, mithin e* in x und dx in & of 
x 


ergeben fi, mit Beachtung der Gleichungen (F), 1 und co al 
neue Grenzwerthe der beſtimmten SIntegralien, und man bat: 


> at 1 
f Te. ung 
& 


u za _4 
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f rat + ga dm P | 1 
. B x = . ‚ 
1 er “ Con. © 7 
oder, wenn man: 
’ a=p=m, a—pß=p 


fegt, folgende zwei Gleichungen: 
f — dx = — — .tang. — 5 














xe—r—4 m+p m + p » 
' | | (21) 
” ym-1., yp-1 di ._T 4 
hp ——— mn + ’ n — 7* 
x +41 pP p 


die für alle reellen, pofitiven Wertbe voh m und p befteben. 
Geht in dieſen Gleichungen x in = über, und berüdfihtiget man 
die Bleichungen (F), wie die Gleichung (4) Wr. 32, fo bat man auch: 








_1 _1 — 

f > go" tang. ® pt 

er; m+p Smrpd 
0 
(22) 

f mis 7 1 

Er u BE Ver DE 0e 

m +p 23 


weiche für diefelben Werthe von m und p als die vorangehenden 

Bleihungen Statt haben. 

Durch Addition der erflen und erften, wie der zweiten und zweiten 
| der Gleichungen (21) und (22) eehäit man, mit Zuziehung der 

Gleichung (83) Nr: 36, folgende zwei Gleichungen: 








ir _g u p mn + p 
0 
23) 
zeig zei 2ır 1 
S Da n — 7 
n —p 2 


die ebenfalls für alle veellen und poſitiden Werthe von m Und p 
beſtehen. 

447. Vertauſcht man in den zwei Gleichungen (499) und (a) 
Tr. 102 z in x und x in y, fekt dann b= c = 4, fo hat man: 
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ler 





wo 





it. Wenn nun dad Integrale links vom Gleichheitszeichen inne: 
halb der Grenzen O und 4 zu beftimmen wäre, fo hätte man nat 
Gleichung (C) Nr. m: 





m 


und die Gleichunge— (F) N kb N, auf den vorliegenden Fel 
angewandt, geben alddann : 








PP >75 = 00, a = 


1 — 1" yi — 0* 
daher hat man, nach der Methode des Zurückführens auf dem ey 
der Subftitution, folgende Gleichung:; 


Pr -[: az 


und mit Zuziehbung der Gleichung (13) Ne. 144 folgende: 


f dx — n a 
— — on. 
"n 


Verfährt man auf analoge Weife mit den Gleichungen (a) d 
(200) Str. 404, d. h. vertaufht man z in x und x in y, fegt be 
a=—li,c= 1 und n ftatt 2n, fo bat man: 


f dx — 31 dy 
C 73 ’ 
zxy— + x? ? ıry 


4 











y- mm 
yv-i +2 
ift; wird hier wie vorhin verfahren, fo ergiebt fidh. zunächſt: 


Sntegralvehnung. III. 448. 229 


und hieraus 


3 
— 





dx 
1 syır u Sin. - 
verfährt man mit dieſer Gleichung nach der Xbleitungsmethode, 


m dx 


und ſetzt x? in x" um, fo geht = in 37 über, wodurch. man, 


wenn m pofitin gedacht wird, folgende Gleichung: 





_“ Ku 
f — __. s) 
ı xy 1 + x" Sin. = 


erhält. 
Aus diefer Gleichung gelangt man auch zur Gleichung (24), wenn 


m=n und nach der Ableitungsmethode x in 2 umgefeht wird. 


448, Die zwei Recurfionsgleichungen (a) und (a’) Nr. 97 eignen 
ſich ſehr gut, das eigenthümliche der Methode des Zurückführens 
auf dem Wege der Recurfion bei der Ausmittelung beftimmter Sn» 
tegralien zu verdeutlihen. Läßt man in der erften dieſer Gleis 
ungen, nämlih in (w), x in —x übergehen, und berüdfichtiget 
den diefer Gleichung entfprechenden Werth von u,, fo hat man: 

[a-+(2p)?] f ev Sin.x’Pdx — 2p(2p-1) f eV. Sin.x’?-?dx = 

= — et" (va.Sin.x + 2pCos.x)Sin.x’P1 ; 
da p und a unabhängig von x find, fo kann man diefer Gleichung 
auch folgende Form geben: 

f eV {[a+(2p)2]Sin.x’r — 2p(2p-1)Sin.x’r} dx = 

= — ee"? (Va.Sin.xz + 2pCos.x)Sin.x’! ,, 
wo p was immer für eine ganze Zahl, Null mitbegriffen, vorftelt ® 
fchließt man überdieß noch die negativen Werthe, wie auch den Nullwerth 
von p aus, fo hat man, nady Gleichung (3) Nr. 32, für jeden re⸗ 
ellen Werth von ya die Gleichung: ' 


(eV Hla+(2pp]Sin.x" — 2p(2p-1)Sin.xP-} de=o, 
woraus folgende Recurfionsgleichung gewonnen wird: 


Ci Sin.x’Tdx =: 2p(2p—1) f we Sin.xP?dx . - 
a-+-(2p)? °% 
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Wenn in dieſer Gleichung ftatt p nach und nad) eine der Zahlen: 
14, 2, 3, 4,.... p 
acſeht wird, und die ſo erzeugten Gleichungen mit einander multi 
pliciet werden, fo erhält man folgende Gleichung: 


a EN nm. 
(* "Sin.x’Pdx — —— - e dx ; 
nun ift Y 
Sertx- _ * + Const. , 


baber bat man: 


8. 
f« dx = vs N 
folglich geht die obige Sleichuns über in: 
X ya Sin. er dr — 1.2.3.4. er —iep N 


* — 
Behandelt man auf dieſelbe Weiſe die oben citirte Gleichung (a), 
fo ergiebt fich zunächſt die Recurſionsgleichung: 
“a Sina _PHNP —M i -,. 
5⸗ Sin.x*pra dx = — — { e Sin.z dx ; 
wird auch hier ftatt p nach und nach 
4,2,3,4,.... p 
gefegt, und multiplieirt man dann die erhaltenen Gleichungen mit 
einander, fo bat man: 
mc, HHtur _ 230... 2p(2p+1) ara: ir: 
ic Sin.x’?'"dx — (Wa —— Ce Sin.ıdı; 
wenn in der zweiten der Sleichungen (150) Nr. 88 
nz—-ya md n 4 
angenommen wird, bat man: 


f ed Sin.xdx — _ v3a.Sin.x + Cas.xz ev + Const. , 


a + 12 
daher ift: 
fe J Sin.xdx = — i (an) 
und 
(er Sin. xꝰpti 4 — __ 123.45... 2p(2pHt) m 
(a-H1?YXa-+39) . 5 [a*(2p#+4)®] 


4849. Die in der vorhergehenden Pr. gewonnenen Refultate be 


Integralrechnung. III. 150. 331 


ſtehen zweifelsohne für alle pofitiven und endlichen Werthe von a; die⸗ 
felben beftehen fogar noch für einen unendlich Fleinwerdenden Werth 
von a, wenn man 
Lim: eV =o 

annehmen darf, wo das Grenzzeichen Lim: auf dad unendliche Bus 
nehmen von x Bezug hat. 

Diefes ift aber geftattet, wenn man z. B. nur folgende oder eine 
derfelben ähnliche Annahme trifft: 


a=o md ı—1, 
@ 


wo — eine unendlich Eleinwerdende, pofitine Größe vorftellt; daher 
bieten die drei Bleichungen (26), (27) und (28) der vorangehenden 
Pr. bei der Annahme a = o folgende Refuttate dar. 


$"Sin.= dx = 00, 
F Sin.x dx —1, | (29) 


£ Sinti gr — 2:46... 2, A 
41.3.5. .0 0 2p—1 2p+1 ’ 


welche für alle ganzen und pofitiven Werthe von p befteben. 

3u denfelben Refultaten werden wir noch im Verfolge diefes Ka» 
pitels auf einem von dem bier befolgten ganz abweichenden Wege 
gelangen. 


450. Schließt man jene negativen Werthe von a aus, deren am 
Schluſſe Nr. 97 Erwähnung gefchah, fo beftehen die Bleichungen (26), 
(27) und (28) audy für negative Werthe von a, wern man folgende 
Grenzgleichung: 

Lim: ei — =o ode Lim: ea. a =o 
begründen kann, wo nunmehr a als pofitive Größe auftritt, und das 
Grenzzeichen auf das unendlihe Wachfen von x bezogen wird. 

Wir nerfparen die Begründung diefer Grenzgleichung auf Pie 
nächſtfolgende Nr., und machen uns daran, die Folgerungen, die 
aus diefer Annahme entfpringen, bier aufzuftellen. 

Setzt man in den Gleichungen (26) und (28) a in —a um, und 
bedenkt die Breihung: 

en ee _ Cos.xya — y-i Sin.xyä& , 
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fo ergeben fich folgende zwei Gleichungen: 


- Sin. Ban — _YVt, 1.2.3.4. . . (2p-0%p 
$” {Conzya—y*1Sinaya} Sin.srdz = Y en 


” fisS - _Sptiy, __ 4.2.3.4.5. ... 2p(2p+1) 
f | Cos.zya—y-1Sin.xya|Sin.x "de = (42-a)(32-a).. . [(2pF1)-a] 
da nunmehr a als pofitive Größe auftritt, fo entfpringen, wenn yi 
in m umgefeßt wird, folgende vier Gleichungen: 


f "Cos.mx Sin.x’Tdx = o ‚ (30) 
$'Sin.mx Sin.xtt!dx=o, | (31) 
("Sio.mz SinPdı—=1. ep NR , (3) 
m (22-m?)(4°-m?) .. . [(2p)?—m?] 
[X Cos.mx Sin. dx — 1.2.3.4.5. . . . 2p(2p+1) (33) 
(12-m2)(3?-m?) . . . [2p+1)2—m?] ’ 


wo in den Gleichungen (30) und (32) die Größe m aller pofitiven 
und negativen Werthe fähig ift, die nicht von der Form 2k find, 
wo k ganz und = p ift; und in den Gleichungen (34) und (0) 
jene pofitiven und negativen Werthe von m ausgefchloffen werden 
müffen, die von der Form 2k+4 find, wo k ebenfalls ganz un 
—pit. 

Beachtenswerth ift auch die Uebereinftimmung , die zmifchen diefn 
Ergebniffen und denen der vorangehenden Nr. Statt findet. 

Diefes zu zeigen, eignet ſich am beften die obige Gleichung (32), 
aud) noch für m = 4 beftebt. Wird nämlich in derfelben m=1! 
angenommen, fo hat man: 


Sin. ar — 1.2.3.4.5. . . » (2p—1)2p 
1.3.3.5.5.7. . . . (2p—1)(2p+1) ’ 
oder 
Sina m. 1 
1.3.5... .(2p—i) 2p+1 


welche mit der dritten der Gleichungen (29) vollkommen übereinftimmt. 


454. Wir wollen uns nun an die Begründung der den Reſub 
taten der vorangehenden Pr. zu Grunde liegenden Grenzgleichung 
machen. 

Wenn von den wei folgenden, ohne Ende fortlaufenden Glieder— 
. reiben: 
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4.2 4.2.3.4. 1.2.3.4.5.6. ° d 
— * > — — N 4 ⸗0204 
1.2.3 1.2.3.4.5. 1.2.3.4.5.6.7. 


die erfie durch Cos.x und die zweite durch Sin.x bezeichnet oder 
dargefiellt wird, fo bat man: 
ev = Cos.xz + yY-1Sinx . (a). 
Don diefen zwei Functionen von x, nämlidy von Cos.x und von 
Sin.x, läßt ſich fehr leicht darthun, daß feine derfelben, für einen 
reellen Werth der allgemeinen Größe x, je die Einheit übertrifft. 
Sn der That, aus der obigen Gleichung fließt auch die folgende: 
er — Cos.x — YASinx ; (8) 
multiplicirt man. dieſe zwei Gleichungen mit einander, fo ergiebt ſich: 
Cos.z? + Sin.x? = 4; 
und da, wie aus den aufgeftellten Sleichungen abgenommen werden 
kann, die Functionen Cos.x und Sin.x für reelle Werthe von x reelle 
Refultate darbieten, fo fließt fofort, mit Zuziehung der letzten Glei- 
hung ,-die Richtigkeit unferer Behauptung. 
Man ftele nun in der nach x identifchen Gleichung (ax) durch x 
einen folchen Werth der allgemeinen Größe vor, für den man: 
Cos.x — 1 und Cos.x — Sin.x 
bat, und bringe diefe Gleichung auf folgende Form: 
er = Cos.x (4 + yA sur) , 


Cos.x 








fo wird die Function = , die wie durch Tang.x bezeichnen wollen, 


für diefe Specialifirung des Werthes von x, numerifch Fleiner als 
die Einheit fein. Erhebt man nun beide Theile diefer Gleichheit zur 
mten Potenz, wodurch 
er _ Cos.x” (1 + y-1 Tang.x)” 

erhalten wird, fo wird die Entwicelung des Binomiums zur Rechten 
vom ©leichheitgzeichen, wenn m eine pofitive, reelle und feine ganze 
Zahl vorftellt, eine nach auffteigenden Potenzen von Tang.x, ohne 
Ende fortlaufende und ceonvergente Reihe darbieten. 

Vollzieht man diefe Entwidelung, und fondert die reellen Theile 
von den imaginären, fo ergiebt fidh: 
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em _ lg) + y-1 voy Cos.x” , 
wo der Kürze wegen 


9a) — 4 — —VR + (7) Tang.xz? — (%) Tang.x + .... 


ya) = (7) Tang.xz — (2) Tang.x? + (2) rer — ...... 


angenommen ward. 

Diefe Reiben werden, nach der getroffenen Annahme über m, ni 
abbrechen; verfegt man Üüberdieß noch m in den Zuftand des unen 
lichen Großwerdens, fo hat man: 


m\| _ m 7) _, m? m\__ m? m) m u. ſ. 1 
Tr’ \2) Tat’ \3)/) T 23’ U Tas 
wodurch die legten zwei Gleichungen in folgende übergeben: 


(m Tanga) „_. (mTangx% _ (mTang.x$ in inf 


— 1 — 
g(x) 1.2.3.4. 1.2.3.4.5.6 


m Tang. x mTang.x mTang.x . 
vo = Tat _ ut, re — in ind 
Berücfichtiget man die anfangs Liefer Nr. aufgeftellten, ins Un 
endliche fortzufehenden Reiben, fo ift auch: 
(x) = Cos.(mTang.x) und ıx) = Sin.(mTang.z), 
daher hat man: 
Lim: e”*Y-" — Lim: [Cos.(mTang.x) + y-1Sin.(mTang.x) ! Coss”, 
wo das Grenzzeichen Lim :, links und rechts nom Gleichheitszeichen, 
auf das unendliche Zunehmen von ın bezogen if. Wie groß a 
immer mTang.x fein mag, hat man nach dem Obigen: 
Cos.(mTang.x) = 1 und Sin.(mTang.x) — 1, 
und wegen 


Cos.x — 4, hat man Lim: Cos. x =o, 

daber befteht auch die Grenzgleichung: 

Lim: em 0 ; 
auf denfelben Grenzwerth wird man auch geführt, wenn man! 
negativ vorausfegt; daher hat man, wenn mx = z gefegt wird, 

Lins eo f a 
wo z eine unbeftimmte, ind LUnendliche zunehmende, poſitive oder 
negative, reelle Größe vorftellt. . 
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Ferner findet man, wenn die Gleichung (a), die für alle Werthe 
von x beſteht, zugezogen wird, folgende zwei Gleichungen: 

Lim: Csz=o, Lm:Siaz=o, (II) 
wo z in derfelben Bedeutung, als in der Örenzgleichung (I) auftritt. 
Diefe zwei Gleichungen (II) find es, deren in der Anmerkung zu 
Nr. 115 Erwähnung gefchab. 

Um die Grenzwerthe, denen die ganzen und yofitiven Potenzen 
von Cos.z und Sin.z beim unendlichen, unbeftiimmten Wachfen von z 
ſich nähern, zu erbalten, vertaufche man in den Gleichungen (a) und 
(6) x in z, nehme dann ihre Summe und ihren Unterfchied, wodurch 
folgende Gleichungen gewonnen werden: 
erY- 14 e-:V- 4 
2 * 

Vi a (9) 
377 

Dürfte, bei der Beantwortung der vorliegenden Frage, von biefen 
zwei Gleichungen abgefeben werden, dann hätte man vermöge der 
Grenzgleichungen (IE): 

Lim: Cos.z?’ =o, Lim: Siınz’=o, 
wo man dann für p was immer fi eine pofitive Babı anzunehmen 
berechtiget wäre; allein dev Umftand, die Gleichungen (TI) entfpringen 
lediglich aus der Gleichung (I), mit der Bemerkung vereint, daß beim 
Potenziren der Gleichungen (>) die Ausdrücko rechts von den Gleichheits⸗ 
zeichen Glieder hervorrufen können, die independent von 2 oder eꝛ a find, 
rechtfertigen die Vorſicht, — die jedesmal, wo man von Grenzgleichun⸗ 
gen Folgerungen ziehen will, anzuempfehlen iſt —, von den primitiven 
Gleichungen (ce) und (3), oder von den unmittelbar aus denſelben gefol⸗ 
gerten (y) auszugeben. Erheben wir nun, bevor 2 in den Zuftand des 
unendlichen Großwerdens übergeht, jede der Gleichungen (y) zur pten 
Potenz, und feßen dabei den Erponenten p ald ganze und pofitive Zahl 
boraus, fo werden, je nachdem p eine gerade oder ungerade Zahl vor⸗ 
fielen wird, die Ausdrüde vechtd der Gleichheitszeichen ein ven 
ev-1 indenendenteg Glied darbieten oder nicht; in leßterem Falle wird 
man, vermöge der Grenzgleichung (I), wenn z eine unbeftimmte, 
unendlich großwerdende Größe bedeutet, Null, ald Grenzwerth für 
jeden der Ausdrücke links der Gleichheitszeihen erhalten; im erfteren 
hingegen wird, unter derſelben Vorausſetzung über den Werth von 


Cos.z = 








Snz=° 
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z, diefed von z oder ew-1 freie @lied als Gremwerth hervorgehen, 
oder man wird, wenn p irgend eine ganze, poſitive Zahl vockeit, 
folgende Grenzgleichungen erhalten: 

Lim: Cos. ꝰ —o, Lin: Snztf!=o, 

Lim: Cost — (F)- 4 _1 ‚ren. « 2p 


p/ tor 1.2 — 0 
im: Sinz — 2. 1 _ 4 eapen+®. 2p 
Lim: Sin.z’? = (?); 58 5 — — 


Wird in den zwei letzten Gleichungen p=1 angenommen, und hieraf 

die Summe derfelben genommen, fo gelangt man auf die Gleichung: | 
Lim: |Cos.z2? + Sin.z2} =1, 

die fonach nicht nur für endliche, fondern auch für unendlich, ges 

werdende Werthe von z befteht. 


452. Aus den Sleichungen (181) und (182) Nr. 97 Tann ma 
Analogieen zu den in den Men. 448 , 1449 und 150 aufgeftellten Gler 
chungen ableiten. 

I. Wird dafelbft zuerft x in —x umgefeßt, und dann die Wertk 
dee SIntegralien von x= 0 bis x = co gefucht, fo erhält man, 
mit Zuziehung der dort aufgeftellten Gleichungen (6), (y), (£') m 
(z') folgende Gleichungen: 


„ya p 1, 1.2.3.4. . (2p—1)2p 

£ N Conztde = A. - v“ ara). « [a#+(2p)8] ' N) 
— Mar — 1.2.3.4... 2p(2p+1) 

Ic "Cos.z x = Aa * ——ä— [a+(2p-+1)2] y 


wo der Kürze wegen 
A=1r. + „. (a-+-2?) -.. a(a-+-22)(a-+-4?). . [a H2p-2)%] 








13 1230 "793456... (2p—1)2p « 
Amir sah), ,,,, ariMers). [rap | 
4 1.2.3 1.2.3.4.5. . .. 2p(2p-H1) 


angenommen ward; und da man mit Buziehung der erfien der Ol 
ungen (150) Nr. 88 auf die Gleichung: 


Ge Cos.x ax — — ya4.Cos.x — Sin.x et. 
(} 


a + 1? 





gelangt, fo hat man auch: 
(® eV Cos, x dx = va (3) 


a4 
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II. Die Annahme, a wird in den Buftand des unendlichen Klein- 
werdens verfeht, bietet, wie in Nr. 189, folgende Gleichungen dar: 


( Cos.2* d=o&, 


. (36) 
Cos. xꝰeti dx ⸗ o, 
0 


wo p eines jeden pofitiven, ganzen Werthed, Null mitbegriffen, 
fähig if. 

III. Schließt man, in den Bleichungen (34) und (35), die zu Ende 
Ne. 97 aufgeführten Ausnahmswerthe von a von aller Beitrachtnah⸗ 
me aus, fo gelangt man, durch ähnliche Schlüffe wie in Nr. 150, 
auf folgende Gleichungen: 


f "Cos.mx Cos.ı"dx = o, (37) 

f “Cos.mx Cos.xH dx — o , 88) 
AI. PP. 

$"Sin.mx Cos.z dx = M—. Ber. Tan] (39) 

1% Sin. mx Cos. xapr! dx = — m, 4 1.2.3.4. oo... 2p(2p-+1) (40) 


m ( 13-1n2)(32-m?) . . |(2p-+-1)2-m2?] — 
wo abkürzend: 


M— 4 ,. m?(2%-m?)(8?-m?) . . [(2p-2)?-m?] 
12 1234 123.456. . . Op F 
Mm a _ mom), _ mitt mf)(3}-m).. [(2p-9-mi] 
= TG 1.2.3 1.2.3.45. ...2 2p(2p-+1) 


gefeßt wurde. Die Gleichungen (37) und (39) beftehen für alle po» 
fitiven und negativen Werthe von m, die nicht von der Form 2k 
find, und die Gleichungen (38) und (40) für alle pofitiven und ne 
gativen Werthe von m, mit Ausnahme der von der Form 2k-+1. 
Sn beiden Fällen ftellt k eine ganze Zahl vor, die = p iſt. 


453. Auf dem Wege der Ableitung wollen wir einige der in ben 
legten Pen. zwifchen den Grenzen O und oo ausgemittelten beftimmten 
Sntegralien, nunmehr auch zwifchen den Grenzen O und £ zu be 
fimmen fuchen. | 

1. Läßt man in den Gleichungen (29) Nr. 449 und in den Glei- 
dungen 36 Nr. 152 x in x— 5 übergeben, fo gehen die erfteren 
in folgende über: 


| 
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| Cost demo, 


J Con dx — — 1 (a) 
F"Cos.x*rtt dx — — __2.4.6. ...2p ö — 
T 5 


und die letzztern geben folgende Gleichungen: 
Se" dx=o, 
(3) 
f Sin.x?i —o. 


Die erlie und dritte der fo eben aufgefteliten Bleihungen (cx) von 
der erfterı und zweiten der Gleichungen (36) fubtrahirt, erhält man, 
wegen der Gleihung (8) Pr. 36, folgende Integralbeftimmungen: 


5 
{ Cos.z? dx = o — 0, alfe unbeſtimmt, und 


$ a: 
f Cos.x?rt! dx — 2:4:6. : . : 2p 1 (a 
b 1.3.5... . 2p—4 2p+1 | 


ſubtrab irt man aber die erfte und zweite der vorhin aufgeſtelllen 
Gleichungen (8) von der erften und dritten der oben citirten Glei⸗ 
hungen 2 fo ergiebt fidy aus gleichem Grunde: 


1% Sin.z’’ dx = © — 0, alfo unbefiimmf, und 


f Fe ax 160. .2p A (] 
1.3.5... . 2p—1 2p-+Hi 


Einerfeitd diefe Unbeftimmtbeiten zu haben, anderfeits die be 
fiimmten Ergebniffe der Gleichungen (41) und (42) zu verificieen, 
fegen wir uns die Gleichungen (10) Nr. 139 vor, und ſetzen dafelbf 
zuerſt x in Cos.x um. Die Grenzen O und 1 gehen alsdann nah 
den Bleihungen (F) Nr. 144 in J und O über, und wenn man 
überdieß noch die Gleichung (4) Nr. 32 in Betracht zieht, fo biete 
die aus der zweiten der Gleichungen (10) durch Ableitung gemon 
nene Gleichung genau die Gleichung (41) dar, und die erfte diefer 
Gleichungen giebt: 


— Cos. gr dx 2 1.3.5.7. ... 2p—1 „® (43) 
2.4.6.8 2 ...2Pp 2° 


wodurch eine der obigen Unbeftimmtheiten gehoben erfcheint. 
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Geht man ferner in denſelben angeführten Gleichungen (10) 
x in Sin.x um, fo erhält man außer der Gleichung (42) auch 
folgende: 


[4 Sin. x? dx — — 4.3.5.7. .. .o 2p—1 „= , (44) 
268 0. pp 2 


welche die zweite der obigen Lnbeftimmtbeiten hebt. 

II. Läßt man’ eben fo in den vier Gleichungen (30) —. (33) 
Pr. 450 und in den vier Gleichungen (37) — (40) der vorange⸗ 
benden Nr. x in <—F Üibergehen, fo bieten die erfteren folgende 
vier abgeleitete Gleichungen dar: 


Cos. zT f' Cos.mx Cos.xz’’dx + Sin. 7 Sin.mxCos.xPdx =o, 


Sin. > fg Cos.mxCos.x’f!’dx — Cos. — f” Sin.mxCos.z’P*!dx — 0, 
7 


Sin. — f\ Cos.mx Cos. x dx — Cos. = N "Sin.mx Cos.x’r dx = 


41 4.2.3.4... . (2p—1)2p 
m (22—m?)/4#—m?) . . . [(2pP)?—m?] ’ 


Cos. 7 F "Cos.mx Cos.xrt!dx + Sin. > — “Sin.mx Cos.x'!dx = 
7 


__ 1.2.3.4. . . 2. 2p(2p+1) 
u Eee Een - [2p+1)?—m?] ' 


die erfte und dritte, wie die zweite und vierte Biefer Gleichungen ge- 
börig verbunden, bieten folgendes Syſtem von Gleichungen dar: 


$"Cos.mz Cos.xt dx = — 1 5in, mt, _ 123... (2p—1)2p 
m 2 (m) .. [Op] 
! Sin. mx Cos.x’’ dx = A Cos, 7 nn „_1:2:34_. . . 2p—-1)2p 
m 02 mu)... [(2pP-m?] ’ 
f Cos.mx Cos.x lie = — Cos 7, _ 1.2.3.4 . . . 2p(2p-+1) 
= “ (13-m2)(3?-m}) . . [(2p+1)? -m3j ’ 


"Sin.mz Cos.2P" dx zu Sin. mu, 123%. . - 2p2pt) ; 
2 (12-m?)(32-m?) . . [(2p-+-1)?-m?] 
fubteahirt man diefe vier Gleichungen, in der Ordnung wie diefelben 
hier aufgeftellt find, vefvective von den Gleichungen (37), (39), (38) 
und (40) der vorangehenden Nr., fo erbält man, mit Zuziehung 
der Gleichung (8) Nr. 36, folgende Gleichungen: 
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mE 12.34.... (ir—1) 


ep 
C C dz = Ssi 
9 08.BIE \.08.% “y nam)... pm] 


1.2.34... (?2p-12p 
(2? —m?)(#?—m?).. . [(ap)?—m?] 
mr 1.234. .... Sp(2p+t) 
7 "12_a213?_m? ,. - {2pf1)?—m?] ® 

, +1 ı . mx 1.2.3.4... 2pl 1) 
(onmecue? a. (Zu, +$in, 3 — — — 
wo M und M, durch die Gleichungen (6) der vorangehenden I. 
gegeben find. 

Behandelt man auf dieſelbe Weife das zweite Syſtem der oda 
eitirten vier Gleichungen, fo erhält man durch Verbindung derſelbe 
mit den Gleichungen (30) bis (33) folgende Integralbeftimmungen: 


J - (s- Cos. =) 
(as) 
F ———— — Vo zu Co — 


g > 41... mx 1.2.3.4... . (2p-1)2p 
S Cam sin du Sn 7 7 77 . 
0) (22 m’)? —-m?).. . [2 —m?] 
fe FRE PER ( MC ==) 1.2.34... . (2p-1)2p , 
” (2? m’? m’)... [ee’—m’) 
ih 
[RER Un - (1+2 M, Sin — a ee Exrtꝑ 
(1?-m?)3?—m?)... [(2pt1)?’—m 
- AU 1 mx 12.34... . apQrtı) 
Sams Tu Mm ——— 
’—m?)3’—m?)..... [ört)?—m’] 


die auch aus den Gleichungen (45) hervorgehen, wenn man dal“ 
x in F$— x umfekt. 

Diefe zwei Syſteme von Bleichungen beftehen für alle Werk 
von m, mit Ausnahme derer, die die Nenner der Ausdrücke A 
von den Gleichheitszeichen auf Null bringen. 


454. Wir haben, wenn abkürzend 


— 1.2.3.4. .... (2p—1)2p 
»(m,p) = (22—m?)(1?—n?) . . . [(2p)?—m?] ’ N 
yian,p) = 1.2.3.8... . 2p(2p-+1) 


nm)... . [Ep] 

gefeßt wird, in den letzten Nrn. und in der unbeftimmten Integre 
rechnung wahrzunehmen Gelegenheit gehabt, daß diefe Funckioms 
ofm,p) und Ylm,p) ald Begleiter manches Integralmerthes MA 
herausftellen: aus dieſem Grunde fügen wie noch zum GSchluſt 
diefes Paragraphen einige, diefe Functionen betreffende Yeziebungen 
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bei, die als Folgerungen der Gleichungen (45) ober (46) der vor⸗ 
angehenden Nr. hervorgehen. 

Wenn man in der erften diefer Gleichungen (I) p in p+4 über 
geben läßt, fo verwandelt fih der Ausdruck links vom Gleichheite« 
zeichen in o(m, p+4), daher bietet die erfte der Gleichungen (45) 
der vorangehenden Nr. folgende Gleichung dar: 


f Cos.mx Cos.x’?? dx = z Sin. —. g(m, p-H1) ; 

es ift aber 

Cos.mx Cos.x’” — 4 Cos.(m-+1)x Cos.zTtt1 + 4 Cos.(m—1)x Cos.z’rt1 , 
daher hat man, mit Beachtung der dritten unter den Gleichungen 
(45) und der zweiten der Gleichungen (I), auch folgende Gleichung: 
(Corn: Cos.x’??? dx = 


== 4Cos. (m+ijn 
2 


.pin--1,p) + 100. DZ 


-ym—1,p), 
welche, mit der vorigen veralichen, folgende Beziehung darbietet: 





ym,p+Hi) = > Iyvlm—i1,p) — yim+1,p)}. (o) 


Mit Zugrundelegung der zweiten der Gleichungen (D Tann man 
der dritten unter den Gleichungen (45) der vorangehenden Nr. 
folgende $orm geben: 


nz 
5 | 
f Cos.mx Cos.z?*" 1x =:Cos. > .Ym,p) ; 


allein man hat auch 
Cos.mx Cos.x’Pf7 — 4.Cos.(m-+1)x Cos.x’? + 4 Cos.(m—ı1)xCos.z’T , 


daher bietet die erfte der Gleichungen (45), vereint mit der erften 
der Gleichungen (I), folgende Gleichung dar: 
Fi 


F Cos. mx Cos.z’}! dx = 
— 1 )n 1 . (m-1)n _ , 
Zr) Sin. — -g(m+i1,p)+ Zm-1) Sin. m -p(m-1,p) ; 


und wenn die Wertbe der. zwei zuletzt aufgeftellten beftimmten Sn» . 
tegralien einander gleich gefeßt werden, hat man auch folgende Be⸗ 
ziebung: 

nrw, mat) 6 
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Eliminiet man endlic, aus diefen zwei Gleichungen (<=) und (A) yet 
die Function und hierauf die Function „, fo ergiebt fich: 
nz gm+2, p+ — gim-2, P)+Agm, P+—2g(m, p) = 0, 


‚ap(m+2, P)H-y(m—2, p)}+-Aylın, pri)—2ylm,p) = 0. 
Diefe in (a), (8) und (y) aufgeftellten vier Bleichungen ſtellen ti 
angekündigten Beziehungen der Functionen I(m, p) und y(m, p) ht. 


in 


$. IV. 


Darfiellung der Werthe befimmter Integralien nad 
der Ableitungsmetbode, wenn nad einer allgemeinen, 
von der SIntegrationspariabeln unabhängigen Brit 

dDifferenzirt oder integrirt wird. 


455. Die in der Integralvechnung II $. VI behandelte und x 
Anwendung gebrachte Integrationsmethode wird auch bei der Au: 
mittelung der Werthe beftimmter Sntegralien mit gutem Erfole 
angewandt. Da jedoch die Integrationsgrenzen, als neu hinzu‘ 
fommen und ben beftimmten Sntegralien ausfchließlich zugehörenl, 
am angeführten Orte nicht in Betracht kommen konnten, fo welt 
wir noch den Einfluß diefer Integrationdgrenzen, bei der Anwendm 
diefer Methode, einer Erörterung unterziehen. 

Wenn a eine von x independente, allgemeine Größe vorftellt, m 
es befteht die Gleichung: | 
s g(x,a)dx = Fix,a), A 
fo bat man auch nothwendig: 


d 
—.. ) = g(x,a), 3 


wo g(x, a) und F(x, a) Zunctionen von x und a bezeichnen, F 
einer jeden diefer zwei Gleichungen genügen; bezeichnet man ferm 
duch & und 8 die Integrationsgrenzen, fo bietet die erſte dieſe 
Gleichungen Folgendes dar: 


(oc, a)dx = F(#,a) — F(a,a). (C) 
a. 


I. Diefe Gleichung, die in Bezug auf a identifch if, beſteht auf 
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dann noch, wenn man links und rechts vom Gfeichheitszeichen a in 
a+o übergeben läßt; man hat daher, wenn a fowohl ald 8 unab» 
bängig von a angefeben werden: | 


s o(x,aro)dz = F($,a+o) — Flo, a+o) ; 


wird von diefer Gleichung die vorangebende (C) fubtrahirt, und die 
Größe o als unendlich Eleinwerdend feftgeftellt,, fo hat man: 


ß 
d.a(x,a), _ d.F($,a) _ d.F(«, a) 
f — nn =... (D) 
& 


welche eine durch Differenziation der Gleichung (C) nach a abge- 
leitete Gleichung ift, die den Werth eines neuen beftimmten Inte 
grals darſtellt. 

1. Wird hingegen die Gleichung (C) mit der Differenzialformel 
ı(a)da multiplieirt, wo (a) irgend eine Function von a vorftellt, 
und dann von a= bis a= PB" beiderfeitd integrirt, fo bietet fich 
zuerft folgende Gleichung dar: 


[4 


. ß' ‘ 6 
— — (E) 
a a 104 


multiplicirt man ferner die Gleichung (B) mit Y(a)da, und integrirt 
dann ebenfalld von a — «’ big a— PB’, fo hat man audh: 


ß’ 
4 
f ——— = (oc, a) v(a)da; 
a' & 
find aber «’ und 6’ von x unabhängig, dann hat man: 


[gt d. f F(x, a) u(a)da 


d Fix, a) ıy(a)da = — = ⸗⸗ 
& 


Daher geht die vorangehende Gleichung in folgende: 


⸗ 


S Fr, a)ıyla)da — 4. fx, 8’, «) 
a' d 


x 


über, mo abfürzend 


4 


ß 
S, Fix, a)ıy(a)da = f(x,.ß’, a‘) 
* 


0 
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gefegt wurde; wird noch diefe Gleichung mit dx weultiplickt, w 
von x = « bis x ß integriert, fo erhält man: 


d 
H (or, a) ıv(a)da } dx — KB, ‘,a) — fa, P',e)), 
[44 & 
und da man: 
ß' 
fß,8',a) = f FB, a)yXa)da , 
a’ 
ß' 
ka,d,a)=f Fa, a) y(a)da 
& 


bat, fo erhält man endlich: 


Pf ' | 
S 15 px, Od Wa)da} dx = f iro, °) — Fin, a)| Walde, 8 
a 0 a& 


die gleichbedeutend mit der obigen Gleichung (E), und in den meh 
Fällen beffer als diefe geeignet ift, auf dem Wege der Integrat: 
nach einer allgemeinen Conftante a, die Werthe neuer beftimm: 
Sntegralien abzuleiten. 

Außerdem gelangt man auch durch Vergleichung diefer Gleih 


mit der Gleichung (E) auf folgenden Zufammenhang: 
‘ 6 
lo, a) v(a)daj dx = S, If gie, a)dx } ıy(a)da , 


wo « und 8 unabhängig von a, und mithin auch &’ und A’ wnı 

unabhängig find; oder man bat auch, wenn das Produft 
p(x,a).y(a) durch Pix, a) 

dargeftellt wird, folgende Gleichung : 


æ Zu 
Pie naja=fifennafa, — — 
a a a a 


in der ebenfalls «, 8 von a, und «', von x unabhängig f 
und Pix, a) irgend eine Function von x und a bezeichnet. 

In der Anwendung der bier aufgeftellten allgemeinen Gleihume 
auf befondere Fälle befteht das Wefen der in der Leberfchrift m 
zeigten Integrationsmethode. 


456. Die zweite der Gleichungen (29) Nr. 149 und die pair 
der Gleichungen (36) Nr. 152 bieten folgende Gleichungen dar: 


$ Sin.xdx =4i, S"Cos.xdx =o0; 
0 
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feßt man in diefen Gleichungen x in ax um, fo geben bielelben im 
folgende: 
F Sin.ax dx ⸗ , (% Cos.axdx = o (47) 
0 a (1) 
über, und da diefe Gleichungen für jede endliche XWerthenfolge der 
Größe a befieben, fo kann man diefelben nach a differenziven, und 


zwar nach DBorfchrift der Gleihung (D) der vorangehenden Nr., 
wodurch folgende zwei Gleichungen abgeleitet werden: 


(% Cos.axdx = 


— < , Sio.ax dæ =o ; 
werden num diefe Gleichungen nad) a differenziert, fo hat man auch: 
$/ 3° Sin.ax dx =— * (3? Cos.azdr =o0; 


wird auf diefe Weife, die jedesmal gewonnenen Gleichungen wiederum 
nach a zu differenziven, fortgefabren, fo erhält man endlich folgende 
vier Gleichungen: 


S x’? Cos.ax dx =o, 
0 





8 
"RM Cos.axdx = ci .1.2.3.4. . . . (2p+1) 
Ss asrt? pP ’ (48) 


Heen Sinaxdx =o, 


nur | 
S "sr Sin.ax ds = 3. 1.2.3.42. ... 2p, 





wo p eine ganze und poſitive Zahl, und a eine endliche, reelle Größe 
vorſtellt. 

157. Läßt man in den Gleichungen (27) Nr. 4148 und (35) Wir. 
452 a in a? übergehen‘, fo Ya man folgende zwei Gleichungen: 


(X e"*Sin.xdx = Se” Cos.xdx = _° 
0 


—— — 
Diefe zwei Gleichungen wollen wir ebenfalls nmal nacheinander 





= u 


in Bezug auf a differenziven, wodurch wir zur Kenntniß der Werthe 


folgender beftimmten Sntegralien: 
f "Fre" Sin.xdx , Sf "re Cos.xdx 
0 10) 
gelangen werden. 
Um jedoch die Differenziation der Ausdrüde zur Rechten der 
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Gleichheitszeichen obiger Gleichungen leichter bewerkftelligen zu künne, 
" zerlegen wir die Brüche: 
1 a 
.1 42 {+ a 
in Theilbrüche, deren Penner nur noch erſte Dimenftonen vo ı 
enthalten; feßen wir der Kürze wegen i=y-1, fo geben die obiy 
Gleichungen in folgende über: 


5“ e”"Sinxdx = (4 _ =) , 
2i i 





L\A—1 ar 
fer Cos.xdx — - 1 + ) . 
0 2\a—ı a+ı 
Werden diefe Gleichungen, nach Gleichung (D) Pr. 455, nm 
nacheinander in Bezug auf a differenziert, fo ergeben fich fehr lat 
folgende Endgleichungen: 


ou. 4 1 0 A 
Se Sin.xdx = 3. 1.23....n * ar , 


© n az 1 4 1 
Se Cox 4.120... | mt mi 


- übergeht: 


läßt man nun in diefen Gleichungen x in bx und a in 5 


fo erhält man aud): | 
© ng _41 
Se Sin.bxdx — 5; 4.23... n | 








4 

no J —S 
———— _4 

*e Cos.bxdx = 5.123...n m hp ei: 

und wenn die Brüche zur Rechten der Gleichheitszeichen at 

meinfchaftliche Benennung gebracht und reducirt werden, erhält me 

nach gefchehener Umfeßung von n in n— 4 folgende Gleichungen: 


f a1. Sin.brdx — 
0 


— 1.2.3...(n—1) )/n\ n—ı N\ 2-3, 3; D\ n- - 
u — ()- (5). 2 + (5). | ü 


fx n-1 5-42 Oos.bxdx — 


0 


_ — Fr A (yet > (1) bb... j WM 


Der Ausdruc innerhalb der Klammern der erſten diefer Gilt 
"ungen fchließt mit dem Gfliede: 
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RR n- Sg+i 
(9 (2.4 ‚). —XR 


wo, je nachdem n eine ungerade oder gerade Zahl vorſtellt, 2q+1 
= n oder = n—1 fein wird, und der analoge Ausdrud in der 
zweiten diefer Gleichungen fchließt mit dem Gliede: 


gt (2) a pe 
wo, je nachdem n eine gerade oder ungerade Zahl vorftelt, 2q—=n 
oder =n — 1 fein wird. 


458. Die Sleichungen (47) Nr. 156 befteben, Null ausgenommen, 
für alle Werthe von a; multipliciet man nun diefelben mit da und . 
integrirt von a=a bis a= ß, fo hat man, wenn « und B endliche, 
mit demfelben Zeichen verfehene Werthe haben, folgende zwei Geil» 
chungen: 


6 
Bo f: 
Sin.axdx)da — — ,„ 
56 in.ax ca) de a 
FlCos.axäsyda = o, 
od 


welche, mit Zuziehung der allgemeinen Gleichung (G) Nr. 155, in 
folgende übergeben: 
ß 
5 Sin.axda)dx = f * 
¶ 
& 


FI” Cos.axda) dx =o. 
’ « 


Nach der getroffenen Annahme über die Werthe von a und 4 
bat man: ß 


da — ß 
f& log. =; 


ferner bat man; ie 


—C 
Sf Sin.az da = Senn — ne, 


fi Cos.axda — Sin.dßx — Sin.ax 
ee! 
daher bieten die obigen zwei Bleichungen folgende Integralbeftim- 
mungen dar: 
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“ _ de _ jo, E Ä 
S (Cos.xx — Cos.fx) > log. = 66 


"m ..... . dx = ® dx 5} 
. f eg eo — — . 0 n 
a. 0: \ Sin.ßx = S Sin 0x — E 


459. Aus den Gleichungen (150) Nr. 88 gelangt man ſehr ba 
auf folgende zwei Gleichungen: 





—— — a 
(55 
» X ® b 
j e”" Sin.bx dx — sup‘ 


Multipliciet man jede diefer zwei Gleichungen mit db und integrit 
von b=a bis b= PB, vertauſcht dann links von den Gleichheit: 
zeichen die SIntegrationszeichen (nach Gleichung G), fo hat man: 


ß Pb 
SM Cos.bx dh} e”"* dx = J 


3 + bi 
& 


ß 
5 — e"d= bdb 
& 


a3 + b8 ’: 
« 
num ift 
ß | 
—X — Sin.ßx—Sin.ax , f Sin.bxdb = Cos.ax— Cosi 
@ * — * 
und 





o 
6 
f bdb — 1j a? + /2 
@2+-hb 23 a3 + a’ 
& 


daher hat man: 
f Sin.gx — Sin.ox u 4, — arc.tang. a(ß — a) , 
j x a? + aß 


wo im Ausdrucke rechter Hand vom Gleichheitszeichen der Heinft, 
- pofitive Bogen zu verftehen ift, deffen Tangente dem Bruche: 
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alß — a) 


a3 + aß 


gleich kömmt; und ferner: ' ’ 


fest ed! ; log. — (55) 


2 #+ Pr. 


Wird in diefen Gleichungen (54) und (55) a=o angenommen, 
fo bieten diefelben die Gleichungen (52) und (51) der vorhergehenden 
Pr. dar. Gebt man in der @leichung (54) J voraus, ſo 
hat man: 


Sin.x — Aax 1 2a0e 
——e dx = _ arc. tanx. 
f x 2 s a 08’ 





oder auch: 


f Sin.ax e”"dx = arc.tang.° ; (56) 
x a 
N 0 . 
wird endlich in diefer letzteren Bleichung a in den Zuftand des un. 
endlichen Abnehmens verfekt, fo bat man audh: 


"Sin.ax _ıa 
f — dx = 7° (57) 
0 
Multiplicirt man diefelben zwei Gleichungen (53) mit da, und in- 
tegrirt von a=a bis a=Pß, fü bat man, wegen: 
ß 


f e"d= EM 





(4 
a 


folgende zwei Gleichungen: 
(Ze Cos.bxdx = r log. E, 


b? + a ’ 
(58) 





© x _ 
f ——— Sin.bx dx = arc.tang. bie — 0) , 
x b? + aß 


wird in der erften diefer Gleichungen b unendlich kleinwerdend vor⸗ 
ausgefeht, fo geht Cos.bx in 1 über, und man hat: 
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——— Ki 
x _ œ 

A | 

wird diefelbe Annahme über. b in der zweiten diefer Gleichungn 
troffen, fo gebt 


Sin.bx in bx , arc.tang. nz" - b(B —_a) 
b? + ad 





über, und es ergiebt fich: 


welches mit befannten Refultaten übereinftimmt. 
Läßt man endlich in der Gleichung (59) 


e”" inx, alfo x in —log.x und dx in -= 
übergeben, fo erhält man zunächſt: 


0 
a1 -1 
f — dx = log. B, 





log.x & 
und, mit Zuziehung ber Gleichung (4) Nr. 32, | 
1 
ai BA 
x —_— x _ æ a 
f — — dx = log. 3° (6 


Alle bier aufgeftellten Gleichungen beftehen nur für pofitive Werk 
bon « und ß. 


460. Die Gleihung (G) Nr. 155 geftattet die Aufſtellung kl 
gender Gleichung: 


F | Rz etz") dx!da = f get da} z"-1dr 
Nun ift 





f et) a — ent , 
1 + x" 
daher bat man: 
f “emter) a — - , 
0 4 +2" 


und die vorgelegte Gleichung geht in folgende über: 
z=—i 
* —*R —— dx 
gif “de = [8 


) 
D 
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ferner hat man, wenn m und n reelle, pofitive Größen find, die 
der Bedingung m —n genügen, nady Nr. 145, die Gleichung: 








[z _ 1 
. 14 nSin. — 
daher iſt auch: 
a1 lt) td — 
F 1% ⸗ nSin. — 


Saffen wir nun dag Integrale 
© _m—1 —a(it8) dx 
F zu-te 
ins Auge, und laffen in demfelben ax" in x” übergeben, fo bleiben, 


wenn a pofitiv ift, die Integrationsgrenzen ungeändert, und man 
bat: 


£ zu—1 e1t=") dx — et (200 eo" dx , 
2 0 
a” | 
daher geht auch die vorige Gleichung in folgende Über: 
ÿ 
o 2 


- da = m . 
ya" n Sin. — 

Läßt man in diefer Gleichung a’in ar übergeben, fo werden, wenn 
n pofitin gedacht wird, die auf a Bezug habenden SIntegrationg- 
grenzen unverändert bleiben, und diefe Gleichung geht alddann in 
folgende über: 


© m—1 er" dx ram —22 d — A 
— $ 5 | ° " n?Sin. — 


vertaufcht man noch n in n+m, fo hat man auch: 
£ 5 ee — —. 
0 . mT 
(n+m)? Sın. = 
Dffendbar wird fich der Werth des beftimmten Integrals: 
| a et m 











dx, 


wo m nothwendig einen pofitiven Werth haben muß, als eine Func- 
tion von n und m herausftellen; wenn man demnach folgende Glei- 
hung feftftellt: 
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g e”"d<—=fm,p), ( 


wo der Ausdrud rechter Hand vom Gleichheitszeichen irgend ein 
Function von m und p anzeigt, fo geht die vorige Gleichung in 
folgende über: i 

fim, n-+m) F a — 


( nm)ꝰ Sin. u 


und wenn abermals die Gleihung (a) zugezogen wird, bat man: 
fm, n+m).f{n, m+n) = — ; 
(n-+-m)? Sin. = 





-+m 


es iſt aber 








daher hat man auch: 





fim, n+m). fin,m+n) = —— ; 
(n-+m)? Sin. —— 
n+m 
werben diefe zwei Gleichungen addirt, fo ergiebt ſich: 
f{m, n+m).f(n, m+n) = — ’ (b 
„m+m)? Cos. ._ 
n+m 2 
oder auch, wenn n—m in 2m und n-+m in 2n umgefegt wird, 
f({n-+m, 2n). ffn—m, 2n) = ——— . (d 
in? Cos.— 7 


Sede diefer Gleichungen ftellt einen Zufammenhang zweier dur 
die Gleichung (a) vorgeftellten beftinmten Sntegralien dar, fo, W 
zur Kenntniß eines derfelben die des andern unerläßlich erichet 

Blos der Fall m=o, der die Gleichung (c) in folgende verwandelt: 


[fn, 2n)} = ur ⸗ 
woraus 
4 
f(n, 2n) = 35 yı 


gezogen wird, führt mit Zuziehung der Gleichung (a) auf folgen 
Sntegralbeftimmung, 
retaein, @ 


die file alle pofitiven Werthe von n behebt. 
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Die zwei befonderen File n=1 und n = 4 wollen wir, da die 
felben im nächfifolgenden $. öfters zue Spradye fommen werden, bier 
noch aufnehmen. 

Wird nämlih n=4 und x in zyYä umgeſetzt, fo giebt diefe Sei 


hung folgende: _ 
(esyi; So 


und wenn n=y4 und x in ax umgetaufcht wird, bat man: 


u 


Weitere Folgerungen aus den allgemeinen Gleichungen (b) und (c) 
zu ziehen, verfparen wir auf das nächftfolgende Kapitel. 


4641. Es feien auch folgende awei Gleichungen: 


A 1 
ee er 
J 1-+29y2-+2ayCos.x nz 7 
— Cos. xdx 
f ren ee re x |Cos xdx = f wen 1+a!y2+2ayCos.x | dy 


zur Ableitung der Werthe beftimmter Sntegralaustrüde vorgelegt. 
Führen wir zuerft die rechts von den Gleichheitszeichen angezeigten 
SIntegrationen aus. 
Man bat nady Bleihung (131) Nr. 78: 


dx — 2 1—ay x\ 
4+a2y2+2ayCos.x — oare. tang. ray ang.) + Const. 


daher ift, wenn 41 — ay pofitiv verbleibt, 
A 


J (63) 
a 


f 
4-+2?y3?-+2ayCos. x I! 
0 


wo das Doppelzeichen vom Ausziehen der zweiten Wurzel herrührt. 
Dieſe Ambiguität zu heben, bedenke man, daß das Integrale zwiſchen 
den Grenzen o und x als eine Summe poſitiver Größen erſcheint, 
folglich muß auch der Ausdrud links vom Gleichheitszeichen pofitiv 
fein; und da man 1 — ay poſitiv angenommen hat, fo ift nothwendig 


+7 


f ' dx _ 
1-rasy2+2ayCos.x A—aly? 
0 





254 Integralrehnung. IIE 461. 


Wird diefe Gleihung mit ydy multiplicirt, und von y=0W 
y=1 integriert, fo gefchieht der Bedingung: 4 — ay fei potn, 
nur dann ein Genüge, wenn man a—- 1 vorausfept; daher ba 
man, beim Statthaben diefer Bedingung, die Gleichung: 


1 z 

dx nr 4 

J N et 
" « 

Gerner hat man, wegen: 

— — * 

41ra9y3+2ay Cos.z 


N (i 1 ) 1 
Yay 1-+-a3y?2-+2ay Cos.x 4-+na?y2-+-2ay Cos.ı 
aus denfelben Gründen, die wir vorhin geltend machten, 





Cos.xdx 7 1 A 
1 4-+a2y? + 2ay Cos.x 37 (1- 5) Jay. 1a f 
oder auch: 
f Cos.xdx — any 
Trasse deep’ 
0 


daber hat man, wenn diefe Gleichung mit dy multipliciet, und ım 
y=0bi y=4 integrirt wird, die Gleichung: 


Cos.xdx 7 
dy = __ log.(i—a?) . 
f Is 41-+a?y2-+-2ay Cos. a y da 0g.(1—a?) 


Es gehen fomit die vorgelegten zwei Gleichungen, bei der ie 
nahme a —1, in folgende über: 


ydy 
f er 4-+a?y?-+2ay 1-+a?y3-+2ay Cos.x (de = 2 zu 8 oa ’ 


= gl 
f Is a mn Fer = Treten ‚xdx = 22 „ Io. (i-8}). 


Machen wir uns nunmehr an die Ausmittelung der auf y du 
babenden Sntegrationen. 
Berücfichtiget man die Gleichung (50) Nr. 54, fo bat man: 
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Or 1 o1ogüdirasy? 
) f 1-+a3y3-4-2ay Cos.xz 28? 10g.A-Hedy’+-2ay Cos.x) 


_ 1 Cosx —S 


3 Gy, 8 tang. ——* ) + Const. 
daher ift: 


ı 


f ydy _ 
4-+a?y3-+-2ay Cos.x 
0 





1 Cos.x aSin.x 
— [2 ‚ta ® in 
a? Sın.x are· tant („3 =) ’ 


die Gleichung (24) Nr. 44 giebt ferner: 


dy — 1 ay+Cos,x\ , 
’ f 4-+a?y?+-2ay Cos.x — aSin.x' er ung ( Sin.x ) + Const. , 


Daher hat man audh: 
1 


dy 1 aSin.x 
NN — ————— — © t I — — ® 
f 4+a?y2-+2ayCosx a Sin. x re· tang 6* ex) 
0 


Es geben fomit die obigen zwei Gleichungen in folgende über: 


4 
= 355 log (1+a3-+2a Cos.z) — 


% 


f log.(1+a2-+2a Cos.x)dx — 
0 





’ («) 





PL; 4 
Cos.x a Sin.x 
Sin. (2 \ix = ” log. G 





x 
Cos.x a Sin.x _ N. 
| Sur arc.tang. (22) dx = nlog.(1—a?) ; (8) 
1 


und durch Addition derſelben erhält man: 
f log.4+a?-+2aCos.z)dx —=o. (64) 


Aus diefer Gleichung, die nur für jene Werthe von a beſteht, 
welche numeriſch kleiner als die Einheit ſind, kann man auch den 
Werth des beſtimmten Integrals linker Hand vom Gleichheitszeichen, 
falls a die Einheit übertrifft, wie folgt, ableiten. 

Bezeichnet man nämlich den Werth dieſes Integrals, bei der An⸗ 
nahme a>1, durch f(a), fo hat man, vermöge der Gleichung (64), 


—* 
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läßt man demnach in der Gleichung: 
f(a) = S, log.(1-+a2-+2aÜos.x) dx , 


a in 1 übergeben, fo bat man: 
o= f Io, (1+ 1+ 200.2) dx, 
a a 
oder auch: ° 


o= 5 log.(1-+29-+2aCos.x)dz — log.a? £ dx; 


woraus für a — 1'die complementäre zur Gleichung (64), nämlis. 





$“ log.(1-+a9-+2a Cos.x)dx = r log.a? k 


echalten wird. 
Für a=1, reduciren fich beide Gleichungen (64) und (65) in: 


To .(2-+2Cos.x) dx — 0 
S 1og.( ‚ 


woraus 
Flog.(i # Cos.x) dx = — nlog.2 {fi 
0 


erhalten wird; läßt man in dieſer Gleichung x in x — x übergeben 

fo hat man audy: 
f "log.(1—Cos.x) dx = — nlog.2; (# 
0 


und wenn diefe zwei Gleichungen addirt werden, erhält man: 
f "log.Sin.x dx = —ılog.2 . [n 
(1) 


Durch theilweifes Integriren fann man aus der Gleichung.) 
einige nicht unintereffante Refultate gewinnen. 
Sept man nämlich in die Gleichung (4) Ne. 38: 


a Sın.x 


Dale und f(x) — log. Sin.x , 


F(x) = arc.tang. 


wodurch 


— a?-+a Cos.x = x 


erhalten wird, fo hat man: 


Cos.x a Sın.x a?-+-a Cos.x . 
U U_ ⏑ — En. — U} dı = 
fe: Sin.z are.tang- (& = * f 14++a?-+2a Cos.x log.Sin.x 


== arc.tang (ez.) log.Sin-s ; 


1+2aGos.x 
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werden dieſe Sntegralien ven x = o bis x = x genommen, 'und be» 
denft man, daß beim unenklichen Abnehmen der Größe a die Un: 


gleichheit: 
arc.tang.@ = @ 


ftattfindet, und daß man ferner die Grenzgleichung: 

Lim: wlog.» = 0 
bat, wo das Grenzzeichen auf das unendliche Abnehmen von » bes 
zogen wird, fo ergiebt ſich, mit Zuziehung der Gleichung (2), fol 
gende Gleichung: | 


a?ra Cos.x 
4-r3?+-23 Cos.x 
0 





log.Sin.xdx — log. 5 
die auch, wie folgt, geftelit werden kann: 


_nm_ log. Sin. x — 
F log.Sin.x dx — (1 a) Sn —— ——— dx = nlog. 1 





Mit Zuziebung der Gleichung (68) erhält man demnach: 


A 
log. Sin. x _ 7 (—a? | 
S 1-+a3-+-2a Cos. „& = zes 2 ) ⸗ (69) 
welche Gleichung für alle Werthe.von a, die numerifch Feiner als 


die Einheit find, befteht. Verfährt man mit diefer, wie oben mit 
der Gleichung (64), fo bat man: 


2 
log.Sin.x — — a21 
J 4+a?+2a oa = a1 1 ( 2a? ) (70) 
0 


die nur für jene Werthe von a befteht, welche numerifch größer ale 
die Einheit find. 











$. V. 


Anwendung aller bis jeßt aufgeführten Integrations- 
methoden und ohne Ende fortlaufender convergenten 
Reiben bei der Ausmittelung der Wertbe beſtimmter 

Integralausdrücke. 
162. Die Gleichung (62) Nr. 160, die für alle poſitiven Werthe 
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von a befteht, giebt, wenn dieſelbe pmal nacheinander in day 
auf a.differenzirt wird, folgende Gleichung: 


ERDE FREE EFEIIDE EV 3 
0 2 ar af & ’ 


wird diefe Gleichung mit: 
SCuy — u | 
1.2.3.45....2P 135.7...(2p4) 1.2. 3. 41.... P. * 
multiplicirt, ſo hat man auch: 


„12345... 2p 7 2 1.2. 3.42. ... pAaye F ® 
ſetzt man hier nach und nach: 
p=1,2,3,4&,...-.-D, 
und addirt die fo erzeugten Gleichungen zu der anfangs eitirten Ok 
chung (62), fo erhält man: 


-ır? x? x 
f« + 8... a —J 
0 . 


ar ir 3-5) ++ N. 6 — 
2 4a 1.2 Va 1.2.3 \Aa 123..n\ha 


Verſetzt man nun in diefer Gleichung die ganze und poſitive 33 
n in den Zuftand des unendlichen Wachfens, fo ergiebt fich fofet: 


Se” Cos.xdx = Je” “VE , 
0 


| 
aus welcher auch, durchs Umfegen von x in bx und von a 5 
folgende allgemeine Gleichung hervorgeht 


— 

Ss e”'*" Cos.bxdx = je V: , | 

die für alle reellen Werthe von b und für alle pofitiven,, reele 
Werthe von a befteht. 


463. Diefelbe, den Refultaten der vorangehenden Nr. zu Grunt 
liegende Gleichung (62) führt auch auf dem Wege der Ableitung 
zum Werthe eines nicht unintereffanten beftimmten Integrale‘ 
druckes; da jedoch der hierbei befolgte Gang, wie aus den Exerd 
ces von Cauchy erhellet, ein viel allgemeineres Refultat gervoresf, 
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fo theilen wir folches zuerft mit, woraus dann, als befonderer Fall, 
das beabfichtigte Integrale gefolgert werden foll. 
Wenn durch f(x?) irgend eine Function von x? dvorgeftellt und 


+9 
y=( Kx?)dx (a) 
gefegt wird, fo läßt fih auf dem Wege der Ableitung, wenn nämlich : 
xinxya — ” 


umgefeßt wird, wo a und b pofitive, reelle Größen vorftellen, der 
Merth des beftimmten Integrals 


She + b — 2 Yab) dx 


als abhängig von y darftellen. 
Wird diefe angezeigte Umformung mit der Gleichung (c) vorge⸗ 
nommen, oder beſſer, ſetzt man in (c) 


\ 


nV, (8) 


wodurch entweder 


x + Vx2ry4yab 
— 17 


2 — 2,75 9) 
oder 
— 2 Fatriyeb — (9) 

erhalten wird, fo giebt die Gleichung (4): 


fr zo, x=-—@, und 

frz =, xz=+@, 
und da die Bleichung (y) mit diefen zwei Ergebniffen übereinftimmt, 
die Gleichung (d) aber denfelben zumider läuft, fo vermwerfen wir 
diefe leßtere, ‚und erklären ung für das gleichzeitige Beſtehen der 


Bleichungen (8) und (y), vermöge welcher dann die Gleichung («) 
in folgende umgeformt erfcheint: 


yzyı Ser + 2 — 2 Vab) a 


+ vb S taz + +2 Va); ; 
bedenkt man die Gleichung: 





260 Integralrehnung. II, 46. 


yi (er +b-2 Yılıa-yı (rar +3 2ymE, | 
mo der Ausdruck vechtd aus dem Ausdrud links vom Oleidkit 
zeichen bervorgebt, wenn in letzterm z in - V: umgefeßt wirt, 
fo bat man audh: 
— b, 
yz=2ya JS a? + 2 Yab) dx , 


in der man x ftatt z gefept bat. 
Wird bier noh x in —x umgefeßt, wodurch auch: 


y=2ya [Kar + 2 Veb)dx 





2 
erhalten wird, fo ergiebt ſich durch Addition diefee und der vorm 
gehenden Gleichung: 


y=ya füe+b_: Yab) dx, 
und mit Zuziehung der Gleichung (a) hat man auch: 
+ p — — 1 F 
S fax? +37 2 Yah) dx = * S 9 dx, (2 
welche die verlangte und angekündigte Gleichung ift, aus der aut 


“ h 7 1% ‚ 
S ax? + — 2 Vah) d = 2781,10) dx "3 
gefolgert werden kann. In beiden Gleichungen ftellen a und b’k 
liebige, pofitive und reelle Größen vor. 

Wird, um einen befondern Fall vor Augen zu haben, 


(z?2) = e7 
borausgeſetzt, fp giebt die Gleichung (73): 


© fan? b_ a = 
fe er —XX =. (fe dx f 
a“ 


und die oben angeführte Gleichung (62) giebt: 
Sed=y4vi, 

daher bat man: . 

et"? * 5) dx = ge ?Vh V a , ch 


0 a 
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weiche die anfangs dieſer Ne. erwähnte Gleichung ift, die man audy 
unmittelbar aus der Gleichung (62) hätte ableiten können. 


4164. Gemäß dem im vorangehenden 6. Mitgetheilten ift man zur 
Aufſtellung folgender Gleichung berechtiget: 


F N S "Zae Ar) Cos.bxdx|da — F 20e-tꝰ) Cos.bxdajdx, 
der man auch folgende Form geben kann: 
S i N S en Cos.hx dx} 2ae”"" da = S h Sea Cos.bxdx . 
. Nun bat man nady Gleichung (71) Nr. 4162 
2,2 ı 
| Se Coshxdx = — e navi; 


ferner bat man bie unbeftinmtte Integralgleichung: 





f gae- tr?) da — _ 
4 +x? 
aus welcher 
F — Aa — 1 
1 -+ x? 


gefolgert wird, daher gebt die vorgelegte Gleichung in folgende über: 
Vñ et) da * Cos.bx ı, , 


+ x! 
0 





die Sleichung (74) der vorangehenden Nr. giebt: 


elt)a=setvs, 
0 
folglich hat man: 





geht hier noch x in ax und b in > über, fo hat man viel allgemeiner: 


Cos.bx dx 


h 
— 7 
4-ra’x? 


=; a, (75) 


0 
welche fiir alle pofltiven und reellen Werthe von a und b befteht. 
465. Die Gleichung (63) Nr. 160 kann man auch wie folgt, ſtellen: 
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differenziert man diefe Gleichung pmal nach einander in Bezug auiı, 
fo erhält man: 











"sr e * 1.3.5.7... . (2p-1) , 
dx = „NE 7 
A , yx ve. 2 aP 
aus welcher fehr leicht die folgenden zwei Gleichungen: 
(Pt ren = ya.135:7. .. p-3), 1". 
— — (2p—1) = 2.4.6.8... (4p—2) NE 
0 
tr rem dx _ v3.435.7 2 pn), ct a} 
EEE Er 2.4.6.8... Hp a’r 


gefolgert werden. Wird in der erften diefer Gleichungen: 
p=1, p=2, p=3, .:..:.p=ı 

gefeßt, und die Summe der fo erhaltenen Gleichungen genommen; 

werden ferner diefelben Werthe für p in die zweite, diefer Gleichungen 

eingefegt, und wird die Summe derfelben zur vorgelegten Gleichung 

addirt, fo ergeben fih, mit Beachtung der Gleichungen: 


-4 )= _1.3.5.7.. . (4k—)3) 
2k—1 2.6.8... (Ak—2) ’ 


(al 
(2) _ 4135.72. (dk—1) 


\2k 2.4.68 .... Ak 
die für alle ganzen und pofitiven Werthe von k beftehen, folgenk 
zwei Gleichungen: 


Srh-25+ _ _,,. et (dl 
j 1.2.3  1.2.3.4.5. 1.2.3... . (2n—1)\ yx 
24 1 1 -1 1 2 2 1 7 
(9-9): 
“ X — x? x+ — an dx — 
S- L a ai. alyer 


_ı\1 41 
A (del VE 
Verſetzt man nun n in den Zuftand des unendlihen Wachſens, 
und erklärt a numerifch größer als die Einheit, fo gehen diefe zwei 


Bleichungen in folgende über: 
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— JJ 


Sr — x 1 | 1. — 
dx = - — — + — | A 
2 ı i 72 
V: =. V +7 V: 
wo der Kürze wegen i = y-1 gefeßt wurde; reducirt man aber die 


Ausdrücke rechts von den Gleichheitszeichen, fo verfchwinden Die 
imaginären Beftandtbeile, und man erhält: 


er Tem — 


Setzt man in * Gleichungen, die nur für a — 1 abgeleitet 
worden u nd, x in bx und ab in a um, fo erhält man: 


ax en bx rum vers: Yaı+b? — a vV: 
a? + b2 v: ’ 


— e”"- Cos.bx ax — | /Vai+b? -. V: 

Ä —yi a? + b? 2’ 

welche Gleichungen für alle reellen und pofitiven Werthe von a und 

b, iedodh immer b <a, abgeleitet, alfo vor der Hand auch nur 

unter diefer Beſchränkung als zuläffig angefehen werben dürfen. 
Daß aber diefe Gleichungen unbefchränft, für alle reellen und 

pofitiven Werthe von a und b ftatthaben, werden wir in der fol« 

genden Nr. einleiten, und in der nächft darauf folgenden Nr. zu be 

gründen fuchen. 


4166. Nah $. IV Pte. 155 Gleichung (G) darf man die folgenden 
zwei Gleichungen aufftellen: 


S IK en da} Cos.bxdx = 5 ee“ Cos.bx dx} da , 





(76) 





5 | Se da} Sin.bxdx — 5 j Se“ Sin.bx dx! da ; 
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feßt man in den Gleichungen (53) Nr. 159 a in a? um, fo geben 
felben über in: 


S“ e-” Cos.bxdx = 





en ’ 


se Sin.bxıdz = P_; 


bs-rat ’ 
vertauſcht man ferner in m) Pte. 160 a 3 x, fo bat man auch: 
5, eu d=} v ; 


daher geben die vorgelegten zwei Gleichungen über in: 


ae Sin. 


Sin.bx 
IV [= =b Ss Dat 


: Wenn in den SIutegralausdrüden rechis der Gleichheitszeichen: 
in ay’b umgefeßt wird, fo bat man auch: 





"Sin.bx A "da . 
SE er An 


berädfichtiget man daher noch die Gleichung (13) Nr. 141, fo fat 
man: 


ab ’ 


[Sr»-V3 
* zB 


Bon diefen zwei Gleichungen, die für alle reellen und poftii 
Werthe von b beftehen, und die unabhängig von den Bleidunge 
(76) der vorhergehenden Nr. erhalten worden find, werden wir in da 
nächftfolgenden Nr. ausgehen, um die allgemeine Gültigkeit dieſe 
Gleichungen (76) darzuthun. 


467. Durch fucceffives Differenziven der Gleichungen (77) der I" 


Cos.bx 7 
f yx “ 


) 
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angehenden Pe. nach der allgemeinen Größe b, gelangt man, mit 
Berüdfihhtigung der Gleichungen (a) Mr. 465, auf folgende vier 
Gleichungen: 


f 1 Cos.hbz dx _ -} IL Vz 
123... (2p—-1) vx 2p-ı/ ya-i V 2b’ 
J — Er 2). Vi 

1.23... 2p yYıx 2p) pr V 2b’ 
f ars. bx — (- > ( -4 ) Vi 

1.2.3 . ... (2p—1) 5* 21) iv’ 
(5 xTSin.bx dx = (-j? (>) Vi 

1.2.3 ...2p Yyx per V 2b 


Man ſetze nun in die zweite diefer Gleichungen ftatt p nach und 
nach alle ganzen Zablenwertbe von 4 bis © ; addire die erhaltenen 
Gleichungen zur erftien der Bleichungen (77) vorhergebender Nr.; 
von dieſer Summe ziebe man die Summe jener Bleichungen ab, 
die die erfte der bier aufgeftellten vier Gleichungen darbietet, menn 
gleichfalld alle ganzen Zahlenwertbe von 4 bis co flatt p angenom- 
men wird: fo findet man, mit Beachtung der unendlichen Reihe, 
welche den Werth von e-x darftellt, folgende Gleichung: 


Fe) sat) (VE 
- Ki @ds-@ds- VE, 


Verfährt man auf diefelbe Weife mit der dritten und vierten der 
oben aufgeftellten viee Gleichungen, fü ergiebt fich: 


Se) dlr VE 
(VE 


Dei der Annahme b > 1 hat man, wenn i= v-1 gefeßt wird, 
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(var ya) Oi 
ATZE: - v.) -M-d 


daher bat man: 


ve 

















jr =; — Ve Vi 


und nach gefchehener Reduction der Ausdrüde zur Rechten der Gleich 
beitözeichen erhält man: 


fe er: bx ı, =] JVMi=+bi +1 1+b? + I.VE, 
+ 2’ 
0 
[er _ Yi+rb? — 4 Yırb - 1 V 
yı — ATT 2 
0 


In diefen Gleichungen, die unter der Annahme b — 1 gewum 
worden find, fege man x in ax und ab in b um, fo ergeben iM 
die Gleichungen: 


f Fass Cos.bx de = — + a a .V: 
yx u "e#+b 
0 


(= Sin.bx 4, _ Vaı+b?2 — a V: 
Yx " 2 


a® — b3 


> 


> 


welche für alle reellen und pofitiven Werthe von a und b beſteben 
für die man b> a hat; und da diefe Gleichungen mit den Gr 
chungen (76) in völliger Uebereinftimmung find, fo fließt fofort W 
Richtigkeit der diefe Gleichungen betreffenden Behauptung. (Shi 
bemerfung zu Nr. 165.) 





Sntegralrechnung. IIL 168, 267 


468. Die Bleichungen (77) Nr. 166 führen, auf dem Wege der 


Ableitung , noch auf zwei beachtenswerthe beftimmte Integralaus- 


drücke, die wir hier entwickeln wollen. 
Seht man in diefen Gleichungen b= 4, und laͤßt man x in x? 


| übergeben, fo erhält man: 


0) j — 7 — — 7 
| S Cos.(xd)dx = 4 v: , S Sin.(z?) dx —$ vV: 
wo Cos.(x?) den Cofinus und Sin.(x?) den Sinus von x? vorftellen. 
Geht Hier x in — x über, fo hat man auch: 


0 7 0 7 
S „Cos.(H)dx =4 V: , S_Sin.(2?)dx —4 V: , 


und durch Addition diefer Gleichungen erhält man: 


"cos. (x?)dx — V:: f Sin. (x2)dx — VE. 


Geht in diefen Gleichungen x in a+bx über, wo a und b reelle, 
nicht unendlich großwerdende Größen find, und tritt überdieß noch b 
als pofitive Größe auf, fo geben diefe Gleichungen über in: 


+ +0 . — 
f Cos.(a2-+b?x2)Cos.2abxdx — [ Sin.(a?-+b?x?)Sin.2abxdx = iyz , 


Too j - to _Jz 
f Sin.(a®-+b?x2)Cos.2abxdx + f Cos.(a?+b2x?)Sın.2abxdx = iyz 


Stelt man durch f(x?) irgend eine Function von x? vor, fo über- 
zeugt man fich fehr bald von der Richtigkeit folgender zwei Glei- 
ungen: 


te 
f kN) Sin.axdx = o, 


+0 ee 
f f(x?) Cos.oxdx = 2 f f(x?) Cos.axdx , 
_ . 0 


wo = was immer für eine veelle Größe bedeutet, daher gehen die 
vorigen zwei Gleichungen in folgende über: 


S, Cos.(a9+bx) Cos.2abx dx = * vV: , 


ß Sin.(a?-+b?x2) Cos.2abz dx = 5 zZ, 


Löſt man nun Cos.(a?+b?x?) und Sin (at bren auf, fo findet 
man auch fehr bald die folgenden zwei Gleichungen: 





Gleichung: 
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S, C0s.(h?2)Cos.2abxdx = 5 | Cos.(a3)-+-Sin.(a9) } V: , 


$, Bin.(b*x*) Cos.2abx d«= * | Cos.(a9)—Sin.(a?) } 5 , 


oder auch: _ 
S "Cos.(mx?) Cos.nxdx =} |co. (2) + Sin. (=) Vz , 


Bin. ¶nx) Cos.ax dæ - |co.(®) — Sin (2)\ Vz 


welche die angekündigten zwei Bleichungen find, die, wenn nur m 
poſitiv vorausgeſetzt ift, für alle reellen Werthe von m und n be 
fteben. 

169. Die im vorangehenden $. zur Anwendung gebrachte Inte 
grationgmethode, namentlich ber Theil, wo durch Integration nad) 
einer aligemeinen Eonftante die Werthe neuer Integralien gewonnen 
werden, führt auf zwei Säge, die, ihres hoben Grades von Alge 
meinbeit wegen, mit gutem Erfolge in der beſtimmten Integral 
rechnung zuc Anwendung gebracht werden fönnen, und deßhalb mit- 
getheiit zu werden verdienen. 

1. Wenn unter g(x) irgend eine continuirliche Function von x, umd 
durch a eine allgemeine Größe vorgefiellt wird, und es beftebt die 


(78) 


,- op(x) Cos.axdx F(a), (m) 


wo Fa) eine Function der allgemeinen Größe a darftellt, fo kann 
auf diefe Gleichung das in Nr. 4155 II mitgetheilte Integrations 


verfahren in Anwendung gebracht werden. 


Multipliciet man diefe Gleichung mit Cos.yada, wo y ebenfalls 
eine allgemeine oder variable Größe vorftellt, und integrirt man 
dann in Bezug auf a, von a=0 bid a= mo, fo ergiebt ſich zu 
nächft folgende Gleichung: 


S 6320 Cos.axdx}Cos.yada = Ss "Fla) Cos.ya da ; 
welche, vermöge der Gleichung (G) Nr. 155, in folgende übergeht: 
F TC. Cos.ayda!yp(x)dx = | "F(a) Cos.yada , 
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‚oder auch in: 
J ES Cosa — dal g(x)dx + F S "Cos.(x-+y)a dalg(x)dx = 


— 2 S, Fo Cos.yada. (4) 


Man bat, wenn p was immer für eine endliche und veelle Größe - 
bedeutet, nach der zweiten der Sleichungen (47) Nr. 156, 


Ss Cos.pada = 0; 


| erffärt man daher die neu eingeführte Sröße y ald reell, fo wird 
man, für alle reellen Werthe von x, die von + oder — y verſchie⸗ 
den find, die erfte oder die zweite der folgenden Gleichungen haben: 


UM Cos. x_yJadaı = =o, S Cos.(x+y)ada = 0; 


I die oben in Gleichung (6) angezeigten Sntegrationen nad) x erſtrecken 
ſich Über alle pofitiven Werthe diefer Größe, daher wird, je nach 
I dem y poſitiv oder negativ gedacht wird, die erfte oder die zweite 
! der zuleßt aufgeftellten zwei Gleichungen, wenn x in Die Nähe des 
I MWerthes von y tritt, als unftatthaft 'erflärt werden müſſen. Er- 
flären wir, der Einfachheit wegen, y als pofitiv,, fo befteht die zweite 
ı diefer Gleichungen für alle Werthe von x, die zwifchen O und o 
ı enthalten find; in der erftien diefer Gleichungen hingegen, nähert 
fi) der Ausdrud links vom Gleichheitszeichen dem Zuftande des un- 
endlihen Wachſens, fo wie x in die Nähe ded Wertheg von y tritt: 
und es beftebt diefe Gleichung nur infofern, ald x verfchieden von y 
gedacyt wird. 


! Dieſes voraußgefeht, gebt die obige Gleichung (6) in folgende über: 
r is "Cos.(x—y)a dalgiz)dxe—=2f Fa) Cos.yada , 
y-o 0 0 
ı oder auch, vermöge der oben.citirten Gleichung (G), in: 
f 7 a(x) Gos.(x—y)adx | da 225 F() Cos.yada , 
0 °y-o 0 


wo » eine unendlich Fleinwerdende Größe bedeutet. 

Läßt ‚man nun, lintd vom Gleichheitszeichen, in dem nad) x zu 
vollziebenden beftimmten Sntegralausdrude x in y + x übergeben, 
fo gebt diefe Gleichung in: 


SS ar Cos.ax dx!da = 2 f Fa) Cos.ya da 
-6@ 0 | . 
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über, und da die Function (x) für alle poſitiven Werthe von x, 


mit der Eigenfchaft der Eontinuität begabt, vorausgefeßt ward, fo 
fann man: 


+ 
f "ly+z) Cos.axdx = wy(y) Cos.aw 
—({) 


feßen, wodurch, wenn die Function 9 von der Größe a unabhängig 
ift, die obige Gleichung in folgende: 


e(y)w S "Cos.auda = 2 J Fa) Cos.yada , 


umgeſetzt erfcheint. Das Product aus der unendlid, kleinwerdenden 
Größe » in den unendlich großwerdenden Werth des beſtimmten In- 


tegrals Ss "Cos.awda bietet eine unbeftimmte Größe dar, der Um 


ftand jedoch, daß diefed Product unabhängig von der fpeciellen Be: 
fchaffenheit der Function „(x) fein muß, erleichtert die Ausmitte 
Iung derfelben. Stellt man nämlich, vor der Hand, diefed "unbe 
flimmte Product durch M dar, wodurch die obige Gleichung in fol- 
gende übergeht: 


1% F(a) Cos.yada = — ap), (y) 
fo wird diefe, von der fpeciellen Befchafenhei der Function FR) 
unabhängige Größe M, wie folgt, beftimmt. 

Dan fee in der Bleihung (c) 
p(xX) — e 


fo giebt diefelbe, mit Zuziehunig der erften unter den Öleichungen 
(53) Ne. 459, 





— 4 

F(a) = ra’ 

wodurch die fo eben aufgeftellte Gleichung (y) in folgende übergeht: 
" Cos.ya 

1+ 2 

0 

diefe Gleichung mit der in (75) Nr. 164 aufgeftellten verglichen, 

führt auf die identifch fein follende Gleichung: 


N — M e7,;, 
2 


aM... 
2 


aus welcher 
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} 
M=nr 


gefolgert wird. Auf dasfelbe Refultat wird man geführt, wenn. 
man in der vorgelegten Gleichung (c) 


x? 


g(x) = e” 
annimmt; die Gleichung (74) Nr. 162 bietet alddann 


Fa)—=4e" ya 
dar, wodurch die Gleichung (y) in folgende: 


4ya (75 Conya da = z e’, 
oder in: 
._. _M._- 
Se s Cos.yada = 75 e 
‚ übergeht, Welche, mit derfelben Gleichung (74) verglichen, auf: 


y? M __22 


V⸗ 
oder auf: 


y? 


M=n, 
‚ wie vorhin, führt. Es geht ſonach die Gleichung (y) über in: 
£ F(a)Cos.yada = Zg(y), 


und wir können folgenden Lehrfat als begründet anfehen: 
Stellt „(x) eine von z=0 bis x=o continuirlide 
Function von x vor; bedeutet a eine allgemeine Größe, 


die in der Function glx) nicht vorkömmt; und befteht die 
Gleichung: 


F ꝙſx) Cos.axdx — F(a),, (A) 
fo bat men auch: | 
S Fix) Cos.axdx = Fgla) , (B) 


und umgelehrt, wenn F(x) von x=0 bis x = continu- 
irlih und unabhängig von der allgemeinen Grdßea ift. 

I. Wenn Alles die bisherige Bedeutung beibehält, und wenn 
folgende Gleichung: 
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ß g(x) Sin.axdz = F(a) , (æ) 


zu Grunde gelegt wird, fo findet man, wenn dieſe Gleichung wit 
Sin.yada multiplicirt und von a = 0 bis a == © integeirt wird, 
folgende, der Gleichung (8) in I ganz analoge Gleichung: 


F F Cos.(z—y)Jada}o(z)dx — £ j £ Cos(x-+y)Jada!g(z)dx = 


= 2 S, F(a)Sin.ya da , (89 


und durch ähnliche Betrachtungen, wie in I, geht diefe Gleichung für 
alle reellen Werthe von y in folgende über; 


(a $Cos.z- ya da! gp(x)dx = 2 S "Fla) Sin.yada , 
yo 
oder auch zuletzt in: 
SF) Sin.yada = = ap) ‚ (+) 


wo M eine unbeftimmte, von der fpeciellen Befchaffenheit der conti- 
nuirlichen Function o(x) unabhängige Größe vorſtellt. 
Diefe Unbeftinnmtheit zu heben, machen wir folgende Annahme: 
Es fei 
gı)=e", 
fo bietet, mit Zuziehung der zweiten der Gleichungen (53) Nr. 159, 
die Gleichung (a) folgendes Refultat dar: 


— a 
Fa) = 


wodurch die Bleichung (5) in folgende übergeht: 


f Sinya „a —M.- ; 
i + a 2 





differenziert man die Bleihung (75) Ne. 164 nah b, fo gebt fie in 


n. » 
f Sin.hx xdı = A, * (79) 





über, daher bat man, durch Vergleichung diefer Gleichung mit der 
vorhergehenden, 
M e’7’=ge”, 


2 
woraus 


— 


fo hat man aud: 


Sntegtalrehnung. II. 170, 273 


M=n 
gezogen wird. Subſtituirt man dieſen Werth von M in (y'), fo 
bat man: 
F Fie)Sin.yada = Zg(y) ; 


welche Gleichung den zweiten der angekündigten Lehrfäße begründet, 
der, wie folgt, lautet: 

Wenn g(x) eine von z=o bis x=w continuirliche, und 
von der allgemeinen Größe a unabhängige Function von 
x ift; und es beſteht die Sleichung: 


( g(x)Sın.axdx = F(a) , | (Ay 


f "Fex) Sin.axdx — "g(a),, (B’) 


und umgekehrt, wo F(x) in Bezug auf x continuirlid 
und von a unabhängig ift. 

470. Bon den fo eben feftgeftellten zwei Sätzen, die Fourier in 
feiner Wärmelehre zuerft mittheilte, werden wir im Verfolge dieſes 
Werkes mehrere Unmwendungen zu geben Gelegenheit finden. Für 
jetst mag es hinreichen, wenn wir von jedem diefer Säße blos einen 
fpecielen Gall zur Anwendung vorführen: 

I Dertaufiht man in der Gleichung (56, Nr. 159 « in a und a 


in £ 5 fo hat man: 


je: — » Sin. axdx = arc.tang.ab ; 


wendet man auf diefe Gleichung das Theorem II der vorigen Nr. 
an, ſo erhält man: 


arc.tang.bx Sin. ax dx — Fe” 5 ; (80) 
0 2a 


behandelt man den Ausdrud Links vom Bleichheitszeichen ‚nach der 
fogenannten theilweifen Integration, oder nach der Grundgleichung 
(4) Nr. 38, wenn dafelbft 

F(x) = arc.tang.bx und d.f(x) = Sin.ax dx 
angenommen wird, und berücfichtiget man die in Nr. 154 begrün⸗ 
deten Grenzgleichungen, fo erhält man: 
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© | b Cos.axdx 
S arc.tang.bxSin.axdx = = 1 — 


welches Ergebniß, verglichen mit der obigen Gleichung (80), ai 
ein mit der Gleichung (75) Nr. 164 gleichlautendes Refultat führt. 

II. Bertaufht man in der erften der Gleichungen (58) Nr. 19 
b in a, wodurch diefelbe in: 


* „ax -Bx 
f I Cos.axdx — 1 log. —— 
0 


2 aA + a? 


übergeht, fo giebt dad Theorem I der vorangehenden Ne.: 





if, P+x a a Ye 
0 
oder auch: 





e + x? N, 0a _ „Da 
f log. .Cos.axdx = „te e“), (fi 
ö 
weiche Gleichung für alle reellen und pofitiven Werthe von « und, 
Mull mitbegriften, befteht. 
474. Die Nr. 169 gewonnenen Sätze ftellen fich noch allgemein 
dar, wenn man, anftatt von den Gleichungen (x) und (a’) dalılh 
von den folgenden zwei Gleichungen ausgeht: 


h 
S (x) Cos.axdx = F(a), 

h (fi 
S Y(z)Sin.axdx = F’(a), 


wo h nidht nur unendlich geoßmwerdend, fondern auch endlich ® 
kann. 

Verfährt man mit diefen Gleichungen ganz wie a. a. D., 0? 
langt man auf folgende, mit (y) und (y) ganz analogen Gleichung: 


SF) Cos.yada = zn) — 
/ 
Ss “F (a) Sin.yada = = ey), 


wo auch hier M und M’ unbeſtimmte und noch gu ermittelnde Er | 
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ftanten find. Der einzige Unterfdyied, der hier vorwaltet, befteht 
darin, daß die lehten zwei Gleichungen nur für jene Werthe von 
y beſtehen, die numerifch kleiner als h find, während die oben citirten 


: Gleichungen (y) und (y') für alle endlichen, übrigens noch großen 


Werthe von y beftehen. 

Die unbefimmten Größen M und M’ zu ermitteln, nehmen wir 
die Function (x) von der Form e-= an. Es geben alsdann die 
Gleichungen (a’'), mit Zuziehung der Gleichungen (450) Nr, 88 
Sintegralvechnung II, 


_— — Cos.ah + aSin.ah _—ı 4 
Fe) = 1 + a2 eo Forza 
Fi) _ _ Sin.ah + aCos.ah 2, 
4 + a9 4 ra 


und bie Bleihungen (+) geben in folgende über: 


M.- _ _e f Cos.ahCos.ay u. _ \ 
2 1 +. 


1-+ a 


en f: Sin.ahCos.ay - f Cos.ay 5, 
41 + a® 
[) 


(6) 


Ms _ _er f Sin.ah Sin.ay ., _ 
— 1+ a 
0 


en f "2 Cos.ahSin.ay da + "aSin.ay da; 
41 + a? 4 + a? 

werden diefe Gleichungen addirt und fubtrabirt, fo erhält man mit 
Beachtung der Gleichung (75) Nr. 164 und der Gleichung (79) Nr. 
469, wie auch des Umftandes, daß h— y pofitiv fein muß, folgende 
zwei Öleichungen: 

3(M +-M)e’=ne”, 

4 M—-M)e’=o, 
aus welchen 

M=-M'=n 

gezogen wird. Wir find fomit auch zur Aufftelung folgender zwei 
Sätze berechtiget: 
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1. Wenn (x) von z—o bis x=h eine continnirlide 
Sunetion von x if; und wenn a eine allgemeine Grit: 
vorftellt, die in der Function olx) nicht vorkömmt, foha 
man bei Feftfiellung der Gleichung: 


5 ?(x) Cos.axdx F(a), 
auch die folgende: 

F(x)Cos.axdx — Fg(a) , 3 
welche leßtere jedoch nur für jene Wertbe von a Befta! 
bat, die den Unterfhied h—a pofitiv geben. 


II. Wenn Alles in der in I gebrauchten Bedeutung «: 
tritt, fo befteht mit der Gleichung: 


f (x) Sin.axdx — F(a),, (d 
auch die folgende 
| 1% F(x)Sin.axdx —= Zola) , B 


in der der Unterfhied h— a gleichfalls pofitiv fein mıi 
Unmerkung. Hat man aber h-a=o, fo bieten die obigen Gleichungen! 
M=M —” 
2 


der, und die gefolgerten Gleichungen (B) und (B’) gehen in ge“ 
Ordnung in folgende über: 


£ F(x) Cos.hxdx = &gfh) . (3 
SF Sin.hrdx = Zolh) . ß. 


472. Auch die Eoefficienten convergenter und ſummirbarer I: 
werden zumeilen bei der Ausmittelung der Werthe beftimmter $ 
gralien mit Erfolg benüßt, wie man aus der vorliegenden unt F 
folgenden Nr. abnehmen wird. 

Die ohne Ende fortlaufende Reihe: 

4 Hr 0x + oz? # adx3 + od! + in inf. 
convergirt gegen die Grenze: 
4 
1— ax’ 
wenn ax numerifch Fleiner als die Einheit ift. 
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Gehen wir daher von diefer Annahme aus, und laſſen x in erY-1 
übergeben, fo ergiebt fich die Gleichung: 

As > 140 + N a ne ‚DD 
die für alle Werthe von a, welche numerifch Heiner als die Einheit 
find, identiſch befteht. 

Multipliciren wie diefe Gleichheit mit eu dx, und integeiren 
dann beiderfeitd von x=o bis x = r fo hat man, wegen der 
Öleichung: 

f ekV-1 dx = 


(Cos.kx + y-1Sin.kx) -* Const., 





Ar 
die für alle von Null verfchiedenen und ganzen Werthe von k auf: 
37 ki _ 
Ss € dx=o 
führt, folgende Gleichung: 


23% 


-mYy-1 2% 
f — ee 4% = nf dx, 
1 — aCos.xz — ay-iSin.x . 
0 
"oder auch: 
1: 2% ' 
Cos.mx — y-1Sin.mx _ 4, — gya8 : 
S 1 — aCos.x — ay-iSin.x * a 
0 


und wenn lines vom Gleichheitszeichen die reellen von den imagi» 


nären Theilen gefondert werden, erhält man folgende zwei Öleichungen: 
22 \ \ 
f Cos.mx — «Cos.(m+1)x 


dx = 2ıo” 
41 — 2aCos.x + u? ’ 


(I) 
2% 
= Sin.mz — nSin.(mr1)z , _... 
vi 1 — 20Cos.x + 0? m 
e u 
° Wird nun 
er Sin.mxdx 
fi Um = 1 — 20Cos.x + 03 


gefeht, fo bietet die zweite diefer Gleichungen (ID folgende, höchſt 
einfache Recurfionsgleichung dar: 
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Dun m Un 3 
feßt man bier ftatt m nad) und nach die ganzen Zahlen von i bu 
m—1; multipliciet dann die fo erhaltenen Gleichungen mit einander, 
fo ergiebt ſich: 


_ — a en Sin. x dx 
a” = . 
1 — 2ıCos.x + o® 
Es ift aber 
f ___ Sinxd = 4 log.(1 — 2aCos.x + a?) + Const., 
4 — 20Cos.x + 0? 20 


daber bat man: 
2,4 


f Sin.xıdıı _ 0: 
4 — 2uCos.x + 09 ’ 
0 
woraus dann die Gleichung : 
373 


f Siu.mx dx = o a 
41 — 24 Cos.x + 0? 

0 
hervorgeht, die für alle ganzen Zahlenwertbe von m und für de 
Werthe von &, die numerifch Pleiner als die Einheit find, abgeleim 


wurde; bedenkt man noch, daß man für AA, vermöge die 
Gleichung (a), 


22 
Sin.mx dx 
f 7, 070770 
o 1i- 2.7008. + * 
. bat, fo überzeugt man ſich ſehr bald, daß die obige Gleichung 
ſowohl für die Werthe von «, welche numerifch größer, als a 
für die, fo numerifch Meiner als die Einheit find, Statt findet. 
Für «= 4 befteht diefe Gleichung deßwegen nicht, weil die © 
befannte Integralfunction der Differenzialformel 
Sin.mx dx 
1 — 20 Cos.x + 2’ 
für diefe Annahme von ce, an den beiden Integrationsgrenzen o um 
2x die Eigenichaft der Continuität ablegt. 
Die erfte der obigen @leichungen (II) bietet, wenn m um ei 


Einheit verringert und p flatt m geſett wird, folgende Recurfion⸗ 
gleichung dar: 
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au, — nr = — 2naf?, 

wo abkürzend 
= f: __ Cos.pdx 
1 — 20Cos.x + a8 
gefeßt wurbe. 
Dergleicht man diefe Recurfionsgleichung mit der allgemeinen (A) 
Nr. 93, fo geht die Gleichung (B) derfelben eitirten Nr., wegen 
fp) = op, (pP =—p, fi = —2nar!, 

in folgende über: 


1 Zn 
u= —_ uw Ur r... + a), 
p pP ar 


oder auch in: 


ferner it 


R 
x dx 
u= = f et —j 
En x 4+02—20Cos.x 4(+03-+20Cos.x 
— () 


und nach Pr. 78 Gleichung (134) hat man: 
f do = _:_ arc.tang. (= 
1+032—20Cos.x 1—a? 1— 


dx 2 1—a x 
— — —— — — t . tang. * t. 
f 4-+-02-+2aCos.x 1— 02 ars· iont (== ng ) + Const., 
daher ift, bei der Annahme « <A, 
2n 
1 — 0? ’ 


und wenn in der vorigen Gleichung p in m umgefegt wird, hat man: 


38 
Cos.mxdx 20 

———— — — b 
f 4—20Cos.xr0? d—af ’ (b) 
0] 





“ tang. ) + Const., 
@& 2 


= 


welche für alle ganzen und pofitiven Werthe von m und für alle 
Werthe von «, die numerifch Meiner ald die Einheit find, befteht. 
Stellt man durch 8 eine numerifch größere Zahl ald die Einheit 
vor, ſo giebt diefe Bleichung (b): 
pP 4 
fe ud 
B” ’ 





3 2. 0E 2 1 — 
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woraus 


237 
f Cos.mx dx In 1 


1— 28Cosoxı + #1 (e) 


0 
gezogen wird, die ebenfalls für alle ganzen und pofitiven Werthe von 
m, und für jene Werthe von 4 befteht, welde die Einheit nume⸗ 
rifch übertreffen. 
Die Gleichung (a), die für alle Werthe von a, die Einheit aus: 
genommen, ftattfindet, fann man, wenn: 
2a 


geſetzt wird, wo alfo a numerifch Feiner als die Einheit ift, auf folgende 


Form bringen: 
2x 
Sin.mx dx 


Fe Tr Su .. 


für a= und — 1 hört die unbefannte und unbeftimmte Sntegral- 
function links vom Gleichheitszeichen continuirlich zu fein auf, und 
fält fomit außer dem Bereiche unferer Betrachtungen. 

Auf gleihem Wege führen ‚die Gleichungen (b) und (c) auf fol- 
gende Gleichung : 


2x ” 
Cos.mxdx 9 1 — Yi — a\" 

f 1 — alosx  yı _ - ( a ) ’ (89) 

0 
die für alle ganzen und pofitiven Werthe von m, und für alle Werthe 
von a, welche numerifch Eleiner als die Einheit find, ftattfindet. 

Bedenkt man ferner, daß m eine ganze Zahl vorftellt, fo findet 

man aus der letzten Gleichung auch folgende: 


7 
Cos.nxdx _ 7 1 — N — a" 
f ; — alos.xz YV-— a ( a ) ’ en) 
0 
welche für diefelben Werthe von a und m, als die Öleichungen (82) 
und (83) befteht. 
Durch Zerlegen des Ausdruckes: 
* 
(1—a, Cos.x)(1—a3Cos.xy(1—a3005.x) . ... (1—a,Cos.x) ’ 


in Theilbrüche mit den Nennern 
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da, Cos.xz, 1- as Cos. x, I—a3Cos.x, ... 1—n,Cos.x, 


At man nunmehr auch folgende beftimmte Integralien: 


Sin.mxdx . 
f (1—a, Cos.xj(1—a3C0s.x) . . . (I—a, Cos.x) ’ 
o 


Cos.mx dx 
f (1—a,Cos.x)(\1—a3Cos.x) .. . (1—a Cos.x) 
0 


anzugeben im Stande; das erfte diefer Integralien bietet mit Zu- 
ziehung der Gleichung (82), falls aı, as, a5, . . . a, ſämmtlich nu⸗ 
merifch Eleiner als die Einheit find, den Nullwerth dar; und dag 
zweite diefer Integralien wird ſich bei derfelben Vorausſetzung über 
die Werthe von aı, ag, a5, . - . an, durch die obige Gleichung (83) 
beftimmen laffen. Wir übergehen jedoch die Entwicelung diefes be⸗ 
fimmten Integrals, und wollen ung nur noch in folgender Nr. mit 
der Angabe eines beftimmten Integrals befchäftigen, das in der 
Folge zur Anwendung kommen wird. 


473. Wenn man die Gleichung (I) der vorangehenden Nr. mit 
'xe-uy-1 dx multiplicirt, und von x — o bis x = 2x integrirt, f 
erhält man, ‚wegen 
x 4 3 
fxet dx = 4( -,) e, und Si =5 , 
folgende Beftimmungen: 
23 N 24 
(rt =, f xzdx = 2u°, 
k 0 


wodurch die oben citirte Gleichung (I) in: 
2x . 
Cos.mx—y-1 Sin.mx 


_— 1 -— __  ıd = 
1—0oCos.x—uy -1Sin.x 
0 








m m—i1 ın—2 2 
+ 2720” 
m+i mt? m-+3 
-& + + - _+n at.) 2zy—i 


übergeht; und wenn links und rechts vom Gleichheitszeichen die re⸗ 
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ellen den reellen, und die imaginären den imaginären Sheilen gleich 
gefeßt werden, ergeben ſich, mit Beachtung der Gleichung: 


or 


— log. (1 -) =.a -+ ar e + * + ininf. (für a 1), 


2 3 
folgende zwei SIntegralbeftimmungen: 
97T 


f Cos.mx — aCos.(m+1)x „4, — I80® , 
1 — 2uCos.x + 0? 


2% 
f — Sin.mx ++ aSin.(m+i)x 4, — 
1 — 2aCos.x + a? — 
0 
1 œ 03 u "ai m 
nrautrmat Hr tree > 
Jede diefer Gleichungen bietet eine zweigliederige Recurfionsglei- 
hung dar, die, nach Nr. 93 aufgelöft, zur Beftimmung der Inte: 


gralien: 
8% 





22 
f Cos.mı _ „gr , f Sin.mx xdx, 
1—200o0s.x+n? 1—20Cos.x+.a? 
0 0) 


oder auch der Integralien: 
53” 93% 


Cos.mx Sin.mx 
Tl xd  —_—' xdx 
Sn, ja: ’ 
0 0 


in denen a? — 1 ift, führen; da jedoch das erfte diefer beſtimmten 
Sntegralien auch ohne Zuziehung einer Recurfionsgleichung ermit⸗ 
telt werden kann, fo wollen wir ſolches zuerft zeigen, worauf wir 
dann an die Auflöfung der zweiten der oben aufgeftellten Recurfions- 
gleichungen übergeben werden. 

E⸗ ie 


” Cosmx ef Cos.mx u [ um, Cos.mx x; 


41—aCos.z 41—aCos.x 1—aCos.x ei 





wird in dem von x=z bid x = 27 zu nehmenden beftimmten In- 
tegrale x in 27—x umgefekt, fo bat man, wenn beachtet wird, daß 
m eine ganze Zahl vorftellt, 

33 


Cos.mx _ Cos. mx 
— 1—aÜos.x zdx = 1 1—a Cos.x Gu-x)dx, 
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woraus dann: 


x 
Cos.mx zdx = an [| Cos.mx dx 


4—aCos.x 4—-alCos.x 


gefunden wird, und wenn die Gleichung (84) der vorhergehenden Pr. 
jugezogen wird, bat man: 


2% 
. 2 — —_ m 
er xdx = —— (85) 


4—aCos.x yi-a? a 
0 





die für alle ganzen und pofitiven Werthe von m und für alle Werthe 
bon a, welche numerifch kleiner als die Einheit find, befteht. 

Um nun das zweite der oben erwähnten beſtimmten Integralien 
zu ermitteln, fei: 


„= =f __Sim.lpHi)2 xdx,, - 


1 — 2aCos.x + 08 


fo bietet die zweite der obigen Recurfionsgleichungen folgende Glei⸗ 
hung dar: 

au, = u, =9Pp), 
wo abkürzend 


o(p) = 2r E + I +, .— — + —— œr log. (1 - œ) 
p p-i p-?2 2 1 

gefetzt wurde; diefe Recurfionsgleichung mit der allgemeinen (A) Nr. 

93 verglichen, bietet, vermöge der Gleichung (B) derfelben Nr., 


folgende vuen ung dar: 
= — — 5(p) + Zrp-i) +_ rp-2) +..+ —— p(2) +- — oc / 
ar” 


und wenn die Bedeutung von u, und der Function ꝙ beachtet wird, 
erhält man auch folgende Bleichung: 


27 
1 Sin.x 
— — — — xdk 
"pr ‚ar 4— 2a Cos.x-+a? 
0 


2 
+11 1. & 


pa pi p-2 p-3 
4 1 08 ar 

— _ + _ + _+..r°%_ 2 co looli- 

(p-1)a? (Pe p3 "4 ir og or 


p-2 
>..+ — + al"! log.(1-c) 
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— „it „1... 
Eat (P-3)e® (p-Kx p-5 =; 


> “ « ® [| [| o [ . . L} . . “ — [ “ . . o . L ® 


—2 
+ + co? log. 1) 


2 1 1 1 N 
en er ps + ar og.(1—.) 


4 
+ 2ı Dar + — log. dal, 
oder auch: 
23 
4 0 
u = —7 _ Sin xdx + ZU. +1 
r af 1—2a Cos.x+u? pc pi a? 
0 e 
Ze 1 1 
+ IL + —_ 
) P—- ( a? r 4) 





p—4 a eo ob 
+', “ — 
Inar? 1 1 1 
i+-. +_. + 
1 ( od oA 3) 


* 
Behandelt man das Integrale 


f __ Sin ar 
41 — aCos.x + 0a? 
nach der Grundgleichung (4) Nr. 38, d. 5. ſetzt man: 


Sin.xdx 
= — 77070 —=d. 
* Ex) und 41—2u Cos.x+a? 42) ‚ 


1 
+ 2naP! (« + z +1 r.+ ==) log.(1-0). 


fo ift: 
d. F(x) — dr und fix) = * log.(1--2& Cos.x-ta2) , 


und man bat: 


Sin.x 
f 1—2u Cos.x+u? zdx 


= - log.(1—2« Cos.x-+0?) — * F log.(1-20 Cos.x+a2)dx , 
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daher hat man au, da « —A ift, mit Buziehung der Gleichung 
(64) Nr, 164, w 
2* 
Sin.x _ 2m N: 
f 4—2a Cos.x-+o? xdx = log.(1=0) ; 
berücfichtiget man ferner die Gleichung : 


4 4 4 1 Aa 


re 2 1a! 


fo gebt die obige Gleichung in folgende über: 





—_ op 
..+ — —* + (at) _ art) Jog.(ı—o) , 


“und man erhält endlich: 
33 


Sin.mx _ ” 
S 4—20 Cos.x+ta? xdx = 


— —4⸗ 3 _ 3 — — 
a FL. a. 5a a 

27 m—i m-2 m—3 m—ä 
— —(n-1) _ „(m-1) 
1m@ — — + (a — a) logo) . 


Wird hier, wie in der vorhergehenden Ne. geſchah, 
20 — 
1 -+ 0? 
gefeßt, wodurch, wegen a? —4A, 
—_ i- Via 





angenommen werden muß, fo hat man: 


ee) 


i+@®_ a. ___1 

1-3 a— a Via’ 

l-o= yı—a 
Yı+raı + VYi-a 


und die vorige Gleichung geht in folgende über: 
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2x 
f Sin.nx xdx — 
41 — aCos.x 
0 


] + vi—e 4— VYı— 
a a 





1 + ——— — —— 
* m — 2 
— _ _ 7 Yy 


— + v=®Y _ (: - viZ®) 
„mn — — 


* Yı-—a? m—4 (36) 





1 + Mia (fi — Vi-a\ 
+ a ' j a 


2 


(4 + Vize t _ Vi-a\e-ı 
& 


a 
4 


I 1—.? \- (u —* ur _ Mi _ 

 Yınıyıa ' 
die für diefelben Werthe von a und m, als die Gleichung (85) Be- 
ftand bat. 


4174. Multiplicirt man die Gleichung (84) Ne. 172 mit da, 
und integriert in Bezug auf a, von a=o bi8 a=b, fo ergiebt ſich: 


z h 
Cos.mx _ 1 — I) da 
f Cosz log.(1—b Cos.x)dx — 7 J (= Yı ‚ 
0 0 


wo b numerifch Heiner ald die Einheit if. Wird nun im Inte- 
gralausdrude vechts vom Gtleichheitszeichen a in Sin.« umgefekt, fo 
bat man, wenn ablürgend 

8 = arc.Sin.b 





gefekt wird, 
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n ß 

Cos.mx _ — a‘ 

f osx log.(1—b Cos.xz)dx = nr J (Teng. :) de, 
0 


wo alfo 63 if. 
Seht man in die zweite der Gleichungen (129) Nr. 77,n=—ım, 
fü hat man: 


Tele - Se)" 
aus welcher 
ß 


J (Teng 9 da — ( Tang. J 1 j (Tang ey” du 


gezogen wird. Man erhält daher, je nachdem m von der Form 2k 
oder von der Form 2k+4 iſt, die eine oder die andere der zwei 
folgenden Gleichungen: 


ß j ’ 
2k “3 17 _ kl oı2k-1 
S(ree:) = tr 8 ). 
0 





5 2k—1 
ß 


Zct1 
f (Tang 2) de = 
0 


ee ß ki 2 __ g'% g's (-4yk! —* 
= (-1) log.Cos. 2 + 1) (£ ıtr7*r +) 
wo k ganz und pofitiv ift, und wo der Kürze wegen 
Pf = Tang. € 

geſetzt wurde. 

Sehen wir nun zu, was aus diefen Sleichungen wird, wenn man 
kin den Zufland des unendlichen Wachfeng verſetzt. — Bedenkt man 
die Gleichungen: 


x 23 23 


Se a 
l . m = — .!_T_:3_ e 
og.(i—x) 3-773777 in inf. , 


in denen die Reihen rechter Hand von den Gleichheitszeichen conver- 
gent find, wenn man x << 4 voraudfeht, fo erhält man durch Sub- 
traction und Addition derfelben: 
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Hg FE Er Er rin inf , 
log. x?) 3 — in inf 


Wird in diefen Gleichungen -£'V-1 angenommen, und bedenkt man 
den obigen Werth von 4, fo ergiebt fi), nady befannten Formeln, 


e-E-E-E Erin. , 
—log.Cos. & = — — inf. ; 


daher erhält man, wenn m was immer für eine unendlich großwer: 
dende, ganze und pofitive Zahl vorftellt, 
ß 


f (Tanz. 2) de =o, 
un 


woraus dann: 
A 


Cos. mx — 
f Dos log.(1—bCos.x) da = o 





erhalten wird, wo b<-4 und m eine unendlich großwerdende, ganze 
Zahl bedeutet. 
Läßt man in diefer Gleichung x in 22—x übergehen, und addirt 
die fo erhaltene zur unveränderten Gleichung , fo ergiebt ſich auch: 
2n 


f ni ‚SF jog.(1-bCos.x) dx=o, 





wird in derfelben Gleichung x in x—2a umgefekt, und das Ergeb- 
niß zu der zuletzt aufgeftellten Gleichung addirt, fo bat man: 
31 


f et log.(1—bCos.x) dx =: 0 ; 





fährt man auf diefe Weife fort, fo erhält man auch für jede ganze 
Zahl k die Gleichung | 
kr 


f Cos.mx log.(1—-bCos.z) x=o. 





CGos.x 
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Ja es beſteht ſogar die Gleichung: 





h 
, 
f Cos. mx (4b Cos.s)dx=o, 
Cos.x 


für jeden Wertb von b und für jeden reellen Werth von h, wenn 
nur m eine unendlich großmwerdende ganze Zahl vorftellt,, wie aus den 
viel allgemeineren Refultaten der folgenden Pen. hervorgehen wird. 


475. Wir legen uns nun folgende veſtimunte Integralausdrücke: 


f Cos.kx 2)dx , 3 Sikzg, )dx 
Cos.x 
0 





zur Unterfuchung und Beftimmung vor, in denen f(x) irgend eine, 
von x=o bis x=—h oder —=h’ continuirliche Function von x vor⸗ 
fielt, hund h’ beliebige, endliche und reelle Größen find, und k 
eine unendlicy großwerdende, ganze Zahl bedeutet. 

Wir werden jedoch, um mehr Klarheit im Vortrage und Sicher- 
heit in den Ergebniffen zu erzielen, diefe Größe k, vor der Hand, 
als endliche, übrigens beliebig große, ganze Zahl auftreten Iaffen, 
und erft am Schluffe unferer Unterfuchungen, werden wir diefelbe 
in den Zuftand des unendlichen und unbeftimmten Wachſens verfeken. 

Diefes vorausgeſetzt, fei: 


hatte, 


und 
h‘=ma+aoa, 


wo n und m gafize und pofitive Zahlenmwerthe bedeuten, und &—x 
ift; fo Tann man die vorgelegten zwei beftimmten Integralien folgen 
dermaßen ausdrüden: 


F 2 r 
mE „re 


h 3 
Cos.kx _ Cos.kx Cos.kx . 
f Cos.x fx) dx = I Cos.x ſœ) dx + Cos.x 12) d« 
0 0 4 


ze 


2 3 
* Cos.kx fix)dx -+ Cos.kx f(x) dx 
Cos.x ; Gos.x 
x æ 


3 ze 
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= -€ = +E 
Cos.kx „.. Cos.kx 
f(x) dx 
* Cosi \ —— 
3x 5x 
7 — 7 -£ 
+ . . .. - 
4 
zu orte 
‚+ Cos.kx fz)dx + Cos.kx f(x) 
. Cos.x Cos.x 
2n-1 Zn 
are > H-E 
1 
4 | Cos.kx f(x) dx (a) 
Cos. 
h’ & | N-£ 
f Sin.kz x) dx ⸗ f Sin. kx guy ax + f Sin.kx Jar 
Sin.x Sin.x Siın.x 
1) 0 € 
Tre In- 
Sın.kx Sin.kx 
* f Sin.x fix) dx -f Sin.x fx) dx 
N-6& THE 
2n-te In- 
. f Sin.kx fix)dz + f Sm.kz f(x)dx 
Sin.x Sin.x 
27-8 Inte 
» ® [1] . ® [ ) 
(m-i)n-re MI-E 
. Sin.kx f Sin.kx 
+ f Sın.x Kx)dz + . Sin. x f(x) dx 
(m-i)n-e (m- In e 
mMiIT-tE h‘ 
- f Sin.kx f(x) dx + f Sin.kz f(x) dx , (b) 
Sin. Sin.x 
MITtE 


" mMiT-E 
wo die Größe e pofitiv, in der erften Gleichung kleiner als z und 


in der zweiten Bleiner als x vorausgeſetzt ift. 
Diefe zwei Gleichungen kann man zunächſt folgendermaßen ftellen: 








h F-8 
Cos.kx Cos.kx . Cos.kx 
f(x)dx = ——— 
f Cos.x (2) f Cos.x Kx)dz + Cos.x ix) dx 
0 0 —* 


Pr. 
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tr s 
on gg TE cn z Tre 
\ Cos.kx Cos.kx 
+ > (® osx Tos5 (la) dx + > \ Cosx f(x)dx , 
1 * A — * Ts 
h’ 
j® Sn. kx = 1) dr — (ee Sin. kx = fs )dx + f Sin.kx fix) dx 
Sın.x 
mı+e 
r=m rm ERTE 
Sin.x Sin.x 
v1 (-I)n r=1 LTE 


und wenn man die zwei Fälle, k ftellt eine gerade und k ftellt eine 
ungerade Zahl vor, abaefondert behandelt, wodurch folgende Trans⸗ 
formationen vorgenommen werden fönnen: 


























h ne“ 

Cos.2kx fix) dx — N as Cos.2kx f 2n+1 7 +2) dx, 

Cos.x Sin.x- 2 
are . € 
h 

Cos.(2k-+1)x — {-1Y Sin —— 2n-+1 d 

(os [enges daten). 
Int & 
z are 
nte BR 
J Cos.2kx fiix)dx = (16 Cos.2kx ( 7 +2) dx, 
Cos.x Sin.x 2 

I-1 € 
ar 
SM 
game N=-£ 

Cos. (KH) ga ydr — (4 f Sin.(k+1)x „(2r—1, *=) ix , . 

‚Gos.x Sin.x 2 

entre € 
ar FR 

Cos. Ze f(x)dx =.( „ya Cos.2kx (er m+x\dx, 

Cos. Sin.x 2 
u * 
— +6 

‚ Cos.(2k+-14)x f(x)dx = (- 17% 1 Sin.(2k-+1)x ( +2) dx, 

i j Cos.x Sin.x 2 

rt1 


— NE 
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h‘ 
[& Sn ax Kx)dx — (-1)" = Sin. 2kz — fmntx)dz , 
me 
h’ 
f Sin. Bra; f(x)dx = f HE fm z)dz , 
8 . 
m— u 
— .2kx kx)dx — = (1) ® Sin. 2kx — Me-Ha+x] dx, 
—S 
— ME 
Sin(2KHI)r gaydr — f Sin.(krA)E nn yymerz]dz, 
—Sia.x Sin.x 
(r-I)an+E 
PET+E + 
fä Sin. SE ga) de = = (1) I Sin. HE (rmx) dx , 
a 
rnre +E 
f Sin.(KAHNx ga) dr — j Sin ea) dx, 
Sin.x 
ra ⸗ 


fo ergeben ſich auch folgende, für alle ganzen Zahlenwerthe von k 
beftehenden vier Gleichungen: 
h 


f Cos.2kx fie) dx 
Cos 
0 


-[& Cos. == Cos. 2kx x) dx - („pm = Cos. = 5 (ae a 2) dk 





ne 


+ cn >> Par ik Cos. air A +2) dx 


1 


— (-1)k > (-4)° fan Cos, 2kx A v2) dx, (e) 





Integralrehnung. III. 475. 293 


h 
Cos.(2k-+4)x _ 
Cos.x fix) dx = 


— Cos. (2k-+-1)x _43k Sin. (2k+1)x . 2144 
I a ——— (m 3 mx) de 
e 


rn Tre 


+ (uk >2 S Sin.(2k-+1)x (tarz) ir 
— Sinx 2 


r=1 


ia u 


bh’ 
Sin.2kx _ 
f Sins (m dx = 
0 


€ or 
* 1 Sin.2kx 2) dx + (+1)” J Sin.2kx f{mı-+x) dx 
Sin.x Sın.x . 


— >» (1) 1* — — flr-1)m+-x] dx 








ri 
+ > (- 1)’ 5* Sin. = f(rn-+-x) dx, (e) 
r=1 
[ Sin.@k+Ux kKx)dx — 
Sin.x 
0 
€ Ok: 
_ f Sin. Kar + f Sin.(k+1)r αIx) da 
Sin.x Sin.x 
& 
rm TE 
Sin.(2k-H1)x sr,_ 
+ > — f[(r-1)n-+x] dx 
ri 


+ > | — Sin, nur Sin (KK dx ,- [6) 


si -$ 
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die wie in der nächftfolgenden Ne. unter der Annahme, k gehe in 
den Zuftand des unendlichen Wachfens und e in den des unendlichen 
Abnehmens über, einer forgfältigen Unterfuchung unterziehen werden. 


4176. Da es unferer Willkühr überlaffen bleibt, über den Bra 
der Kleinheit von s und den der Größe von k zu verfügen, fo denken 
wir ung diefe zwei Größen dergeftatt, daß ihr Product unendlich groß: 
werdend ausfalle; welches offenbar erreicht wird, wenn wir den Brad 
des unendlichen Wachſens von k größer als den des unendlichen X: 
nehmens von e feftftellen. 

Diefes vorausgefegt, find wir nah tr. 151 zur Aufſtellung fol⸗ 
gender Grenzgleichungen berechtiget: 

Lim: Cos.kx = o, 

Lim: Sinkx =o, 
wo k als gerade oder ungerade Zahl auftritt, und wo die Grenz 
zeichen auf das unendliche Wachfen von k Bezug baben; wird über: 
dieß noch jedes der beftimmten Integralien rechter Hand der Gleich 
heitszeichen der Gleichungen (c), (d), (e) und (f) nach Gleichung (3) 
(Sntegralvechnung I. Nr. 36) behandelt, fo gehen dieſelben in fol 
gende über: 


vn x= ebd x= 00, 


h 


1) Cos.2kx fa) dx — 
Cos.x 





sen 


-f% Cos. 2kz Co E gajaz — (1) ei Ay fear Cos. 2kx le * 
"Six 


rs=u 


r Cos.(2k-H1)x k)dx — 


Gos.x. 


r=n 


— cos, — COS O ange - > | fege» Sin. (2k-H1)x, (ar 7 +) 


— Sinı 


r=o 





f[ Sin.2 Dix dx — 
Sin.x 
0) 


r=n 


-[% Sin.2kx (a) dx + > (- of (is = —— ira +x)dx , 


s=1 n£ 
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bh‘ 
er 1 _ 


rz=m 


Sin. —— f(x) dx + f' Sin (aka) f(rn-+x) dx . 
| 1 


si 


* wir die Function f(x) innerhatb der SIntegrationdgrenzen O 
und h, O und h’ continuirlich vorausfeßten; und da ferner in den 
auszuführenden SIntegrationen, rechts von den Gleichheitszeichen der 
vier legten Gleichungen, die Integrationsgrenzen um die unendlich Mein 
werdende Größe e oder 2: abftehen, fo geben diefe Oleichungen, mit 
Beachtung des Umftandes, daß die Ausdrüde: 

Cos.2kx Cos.(2k+1)x 

Cos.x ie), Cox - 
innerhalb der Sntegrationdgrenzen von x=0 bis x Se ebenfalls 
continuirliche Function von x vorftellen, wodurch man: 


& 
Cos.2kx Cos.2k: 
f Cos.x x) dx Cos.& (de 9 





f(x) 








€ 
f Cos. (dk 1)X gayax — COS kN, 0 
Cos.x Cos.t 


bat, in folgende über: 





h \ 
Cos.2kx 
N fx)dı = 
J "Cos.x (x) dx 
r=n + 
— (1)! (- ME (et Ni ) + (Hr) 15 .2kx dx 
> , 2 Sın.x 
. - 
h 
Cos.(?2k+1)x — 
f — )dz = 
#+E 





= (pP > IS 1-) +4 (at -.)] Sio.(2k+1)x 4, 
2 2 Sıu.x 


saro -£ 
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h’ 
an * 








— f(x) dx = [4 f(o)-+$ f(e)] f Sin.2kx 4, 


Sın.x 


rm 





(-1) [Hfrr—)+4 fra +e)] E Sin. ei, 
1 


h’ 


f Sin. Gene f(x) dk [4Hfo)-+r4 9] je Sin. La) dx 
50 


Sin.x 


+E 
+ >2 [4 fr m —e) +4 f(ra-+e)] f Sin.(2k+1)x 4, . 


Stellt man durdy k’ was immer für eine endliche oder unendlih 
großwerdende Zahl vor, fo bat man: 








+2 re € 
f Cos.k’x ı, _ Sin.k'x x-3 Sin.k’x .,. 
Sin.x Sinx Sin. 
-£ -£ 


wenn daher die Continuität der Function Nx) (nad) Einleitung Nr. 
44) beachtet wird, fo geben diefe Gleichungen über in: 
h 


f Cos.kx kx)d=o, 
Cos.x 





h t=n 


R € 
Cos.(2k-H1)X g.1 dx — 9-4) 2r-+1 fg» i 
f Cos.x dx = 2-4) > ine 2 7) Sin.x 
0 0 


— 
= 


h’ rm € 
f Sin.2kx ix) dx — |Ko)+2 (1) Ken) | ! Sin.2kx 4, 
Sin.x Sin.x 
0 r=1 
h’ 
Sin.(2k+1)x iix)dx — | flo) +) 2 en} f Sin.(2k+1)x 4 x, 
Sin.x 


Six 





aus welchen zu erfehen ift, daß die Gefimmten Sntegralausdrüde, 
links von den Gleichheitszeichen, ſaͤmmtlich noch von einem Inte 
grale der Form: 
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e 
Sin.k'x ° 
Sın.x 





abhängig find, wo K’ umendlich geoßwerdend und ganz, e unendlich 
Fleinwerdend und gleichen Zeichens mit kK’ und das Product k’s 
eine unendlich geoßwerdende, pofitive Zahl iſt. Mit der Ausmittelung 
des Werthes diefes beftimmten SIntegrald werden wir ung in der 
folgenden Pr. befchäftigen. 


477. Die unendlich Bleinwerdende Zahl ⸗ können wir ung noch 
immer in eine unendlich große Anzahl gleicher, unendlich Bleinwer- 
dender Theilchen getheilt denken; bezeichnet man durch » eines diefer 
leßteren TZheilchen, und duch w beren Anzahl, fo bat man die Blei» 
dung: 


e=uo. 

Wird zum Behufe der Ausmittelung des in Rede ftehenden be- 

fimmten Integrals die Gleichung (10) (Integralrechnung I. Nr. 36) 
iu Grunde gelegt, fo hat man: 











ne 
Sın.x 


f Sin.k’x ,_ — „ )Sin.k’w , Sin 2k’o „. Sin.3k’o BSin. uk. 
Sin.» Sin20 Sind. +. A 


Ya die Größen o, 20, 3a, - . . vo fämmtlich unendlich Eein- 
werdend find, fo kann man flatt der legten Gleichung auch folgende 
ſeben: 


f Sin.k'x dx — Sin.k’w * Sin.2k’o . Sin.3k’w ) .. + Sin.uk’o 
Sin.x 1 2 u 





N) (c) 


die alfo den Werth des fraglichen beftimmten Sntegrald durch eine 
unendliche Reihe ausgedrückt darftelt, zu deren Summation wir ſo⸗ 
fort übergehen. 

















Setzt man 
— Sin). , Sin. 22. Sin 32. .. Sin- 41. , 
A 1 2 3 u 
Cos. , Cos.2% Cosa ,..._. Cos.ur 
umg rt Zt 
wo « eine beliebige, pofitive, ganze Zahl bedeutet, fo erhält man: 
ik Mi Bi ui 
e e e .... 
i— — —* * u’ 
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in der e die Grundzahl der natürlichen Logarithmen und i die ima⸗ 
ginäre Zahleneinheit V-1 vorftellt; verfeht man „ in den Zuſtand 
des unendlihen Wachſens, fo geht diefe Öleihung über in: 
. __ pri 
. | IM + iu, = —-log.(1-—e'), 
oder in: 


„+ iu, — log.4 + log.[1+itang.(7—A)] ; 


wenn nun die erfte der Gleichungen (x) Nr. 31 berückfichtiget wird, 
und dann die reellen von den imaginären Theilen gefondert werden, 
fo erhält man , nad) Reftituieung der Werthe von u u und v P folgende 
zwei Sleichungen: 





log 4 _ Cos.A . Cos.21. . Cos.34 r Cos.1R 
Sind 1 2 3 a 


P 
ee ie u, 
die für alle Werthe von 1 und für einen unendlich großmwerbdenden, 
ganzen und pofitiven Werth von w befteben. 
Wird nun in die zweite diefer Öleichungen X = k’o angenommen, 
fo geht die obige Bleichung («) über in: 
£ | 


f Sin.k'x dx = Z—1ko ; 


‚Sin.x 











bedenkt man, daß die Gleichung (a), aus der die fo eben aufgeftellte 
Gleichung gefolgert wurde, um fo richtiger ift, je Eleiner die unendlich 
Fleinwerdende Größe » gedacht wird, fo it man dad Product k’o 
ald unendlich Fleinwerdend anzunehmen berechtiget, wodurch die zu: 
legt aufgeftellte Gleichung in folgende übergeht: 

€ 


3 ‘ 
ass, — 


wo k’ unendlich großwerdend, ⸗ unendlich kleinwerdend, beide po 
fitiv und ihr Product unendlich großwerdend ift. 


178. Es geben die vier Ießten Gleichungen in Nr. 176, wenn 
die Gleichung (y) der vorangehenden Pr. zugezogen, die Werthe von 
h und h’ aus Pr. 175 wiederum hergeftellt und die Summenzeichen 
durch die entfprechenden Summanden erfeßt werden, in folgende 
über: 
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ı 
ar 
— to 


= _ 
\ Cos.2kx Kx)dx —o, (87) 


Cos.x _ 





Zn 
TO 


2 
Cos.(2k-+4)x _ 
\ Cos.x fx) dx = 
0 


ee e 











0 
= n}4f(o) — fin) + fl2R) — fin) #... + (A fam)} , (89) 


mı-tro 


Sin.x 


0 

— a j4ffo) + fin) # f(27) + In) +... + fm}, (90) 
die für alle pofitiven, ganzen Werthe von m und n, Null mitbe- 
griffen, und für o «<a — x befteben. 

Um den Fall, wenn man @=o hat, zu erörtern, müffen wir 
uns noch einmal den Gleichungen (a) und (b) Nr. 175 zuwenden. 

Bei einem aufmerkffamen Betrachten diefer Bleichungen, nament- 
lih der Endglieder derfelben, erfieht man alsbald die nöthigen Ab- 
änderungen, die diefelben,, bei dev Annahme ao, erleiden müffen. 
Verfährt man mit den fo umgeformten Gleichungen, wie mit den 
primitiven nach den vorhergehenden Nrn., fo gelangt man ſehr bald 
auf folgende Bleichungen: 


2n+1 








z 2 
Cos.2kx 

\ — 55— fx)dx—=o, (91) 

OÖ . 

Sn+1 

ya 
J Cos.(2k-+1)x f(x) dx _ 

Cos. x 


0 
— 1-1) I«(%) + 75) + 8) + ...+4 et , (2) 
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‚mn 
f Sin.2kx g.)dr — 
Sın.x 
0 
= n}|4flo) — Ka) + f(27) —.. (-N” f[m-1)7] + 4-1)" Kax)}, (93) 


Sin.(2k-+4)x — 
f: — — — f(z)dx = 


= RO ... + f[im-In] # 4flmm)} , (94) 
die alfo auch noch den Fall umfaffen, wenn man in den Gleichungen 
(87) — (90) «= x vorausſetzt. Die lebten acht Gleichungen ent: 
halten fomit die Auflöfung der anfangs Ne. 175 vorgelegten zwei 
beftimmten Integraliim für alle Werthe von h und h’. 

Nunmehr find wir in der Lage die am Schluffe Nr. 174 gemachte 
Behauptung zu rechtfertigen. 

Seht man nämlich in den Gleichungen (37), (88), (91) und (92) 
die Function f(x) von der Form: 

log.(1—b Cos.x) 

voraus, fo erhält man, wegen ‘ 


(2) = (=) = (7) ..z (ee+or) =log1=o, 

2 2 2 2 

die am angeführten Orte aufgeftellte Gleichung in der dort ausge 
ſprochenen Allgemeinheit. 

4179. Aus den Sleichungen (87) — (94) vorhergehender Nr., dern 
zwei, (90)und (94), Dirichlet zuerft mitteilte, wollen wir noch einige, 
den in diefen Gleichungen enthaltenen analoge beftimmte Integra 
lien ableiten. 

Für jeden ganzen, Übrigens noch fo großen und endlichen Wert) 
von k befteben folgende Gleichungen : 


ara nT-+a 
\ Cos.?kx f(x) dx — u] Cos.2kx f(£+x) dx , 





Cos.x Sin.x 


Lur4 
nr nT-#+a 


2 
\ Cos.(2k+1)x 0,2) dx = (-1} f nr a +-2)d, 
in.x 
-3 


Cos.x 
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mnn-tra ra 
Sin.2kx — (_ k 2k 
———— 
0 -4 j 
3m—1 
mı-+ra — 
Sin.(2k-+1)x ı dx == (-1)% Cos.(2k-+1)x 
S Sin.x dr) n Cos.x arr)de, 
' -7 


wo bie Ausdrücte rechts aus den Ausdrüden links der Gleichheits⸗ 
zeichen entfpringen, wenn in feßteren x in Z-+x umgefeßt wird. 
Aus diefen Gleichungen entſpringen ferner die folgenden: 
20*1 


ira 


yet Cos.2kx fix)dx — 





Cos.x 
0 
nn-ra . 7 
— Cos.2kx — Cos.2kx 4,2 _ 
— f Sin.x fg +2) dx f Sin.x Ma z)dx, 
0 
Bere 
(-1% j Cos.(2kr1)X 1 y)ax - — 
Cos.x 
0 
DNI-ra N 


-/ assegenur Sg — x)dx, 


mn ro 


—8 f et iig)dx = . 
Sin.x 
0 





3 $ 
_ Sin.2kx „7 a _ Sin’2kx = _ 
-| Cos.x fa+2)& f Cos.x G-x) dx, 
0 0 


mı tra 
(-1)° f Sin.(2k-+1)z f(x) dx 2 
Sin.x 
0 


£m—1 
— 


ẽ F 
2 J Cos. —— f(# -+x)dx + 1 Cos. (2k-+1)x f# — x) dx : 
“ Cos —— L 
0 


CGos.x 
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verfegen wir nun k in den Zuftend des unendlichen Warhfens, und 
legen die Gleichungen (37) — (90) zu Grunde, fo evgeben ſich fol: 
gende Gleichungen: 


næx 
f —— 2kx 2-+x)dı — * Cos. 2kx Lg Zu —x)dx, 
0 
nı Fra 7 
Sin.(2k-+1)x „x —— Sin.(2k-HI)x x _ 
J — in, Graka) en, amd 
0 
+ z\1(z) + (=) + (=) +...+ (et, 
2 2 2 2 \ 
Z2m—1 
—— I-+0 








2 
\ mi .2kx fa +x) dx = f® Sin. a fz— —:) dx 
0 


+ (17 [4f0) — Hr) + Kar) — Em +... + N” Umn)], 





= n-+ra 3 
Cos.(2kH1)x gr __ f Cos.(2k+H1)x or __ 
\ Cos.x rn de Cox 7 7 —x) dx 
0 
+ (-1)* n {4 f(o) + fa) + 27) + f(dn) +... + fan)! ; 


verfährt man bier, wie in Nr. 176, fo ift man zur Aufftellung fol 
gender Gleichungen berechtiget: 


F Cos. — buhsdehdndhin 7 C- GE x) dx — 
€ € 
_ Cos.2kx ur _ _ ff& f Cos.2kx 
zu J Sin 5 dx u (2) o Sin.z dx, 
— (2k-+1) 
in.(2K+-1)x ex _ — 
f — f4—x)dx — 


€ & 
-f —— k@—x)d = nf —— 
0 
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3 
58 kr ur _ z)dx = 
Cos.x > 
0 
€ 
Sin.2kx k—1 Sin. 2kx 
= f2— = (- en 
f Conz 7 2)d = (1 fo) f Ins 8 
x 
* (2k-+1)x 
08. z_ — 
f Cos.x 17—x2)dx 





7 
en S Cos(2krs)x ur _ zydx — (-4j° flo) f Sin.(2k+1)x 4, . 
Cos.x Sgin.æ 


2 € 
Berückſichtiget man die Gleichung (y) Nr. um. fo erfcheinen die 
Ausdrücke rechts der Bleichheitszeichen der drei letzten Gleichungen 
völlig beftimmt; was die erfte diefer vier Gleichungen betrifft, be- 
denfe man Folgendes: 
Es ift, wenn Alles in derfelben Bedeutung, wie in Nr. 177 auftritt, 











Cos. k’x Cos.k’» , Cos.2k’» , Cos.3k’o Cos.uk’o 
dx + ut. „Zu 

Sin.x Sin.o Sin.2w * Sin.0 mer Sin.um ‘ 

0 . 

oder auch: 

€ 

Cos.k'x ., _ _ Cos. k’o _Cos.2k’'» _Cos.3k'o .4 Cos.uk’o 
Sin.x 1 2 3 u 


fetzt man daher in die erfte der Gleichungen (2) derfelben citirten Nr.: 


ı\=ko, 
fo erhält man: | 
€ 
Cos.k’ 4 
S See —-; &) 
, 2Sin. zo 


und da dag erhaltene Refultat um fo genauer ausfällt, je kleiner @ 
angenommen wird, fo ergiebt fi) ein unendlich geoßwerdender Werth 
für daB fraglihe beftimmte Integrale links vom Gleichheitgzeichen. 


Wir werden jedoch, da es Fälle geben kam, in denen das Product: 


1 
f(#) . log. —- 


2 Sin. 31» 
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4 
auch bei der Annahme, u fei unendlich Heinwerdend, dennoch einm 


nicht unendlich geoßwerdenden Werth darbietet, einfach) das Ergebnif 
der Gleichung (8) in die obige Gleichung fubftituiren; wodurch fob 
gende Refultate erhalten werden: 

DT ro 


Cos.2kx _ 4 
f Sux fx+-H)dx= KNIE. a, ‚ 








nı ra 
Sin.(?k-+1)x 
Sin.x - 


0 
2 N) + 3) 4 (&) +..:+ ) 


2m—1 


f{x+ 7)dx = 





3 rra 
Sin.2k 7 
\ —— f(x-+-Z)dx = 
0 


= (1a ffia) — fen) + a0)... + DEE, 





Cos.x 


2 
\ Co (kHi) I nd — 
0 


= (1a Sam) + fin) +... fmm)} , 
woraus auch, wenn f(x) ftatt fx +2), mftattn und n+1 ftatt n 
gefeßt wird, die Identität der zweiten diefer Gleichungen mit Gle 
hung (90), der vierten mit der Gleichung (88) der vorhergehenden 
Tr. erfihtlich wird; die erfte und dritte diefer Gleichungen aber 
bieten neue Refultate dar, die man auch, wie folgt, ftellen kann: 
miıto 


f Cos.2kz f(x) dx — f(o) log. (95) 
0 


4 
2Sin.ko ” 





Sin.x 





TO 


23 
\ Sin.2kx „2)dx — " 
Cos.x 
0 


⸗ — - (=) + ) el (et)| , (0) 
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wo ko eine unendlich Eleinwerdende Größe vorftellt, und & 0 und 
— 2 iſt. Für @=o bleibt die Gleichung (95) unverändert, die 
Gleichung (96) hingegen geht in folgende über: 


2nt+1 


zn 
' \ Sın.2kx f(x) dx — 
Cos.x 
1) v 


— (_q\kl n\__4f3n _qya1 ef[2n-1 A”, 2n-H1 
= (-1) z|1(?) (+. 1) (at) art Nop 


Sept man in die Gleichungen (89) und (96) 
2k-+1—1 flatt 2k , 
fo ergeben fich folgende zwei Gleichungen: 








mı ta mı Fo 
f Sin ERDE ge) Cos.x]dx — , Cos.(2k-+1)xf{x)dx = 
in. 


= n|$flo) — fin) + km — Gna) + .. + 1 fan) ‚ 
Zn+1 Znt1 


— tra > Fi nd 4 
\ Sin.(2k+4)xf(z)dx — \ ei: [f(x) Sin.x]dxz = 
0 0 


= ee 


aus welchen, mit Beachtung der Gleichungen (90) und (88) der vor⸗ 
angehenden Nr., die folgenden gezogen werden: 
mıtra 
f Cos.(2k+4)xfx)dx =o, 
0 


2nt1 (98) 





No 
9 Sin.(2k-+4)xf(x)dx =o, 

die für alle ganzen "Berti von m und n, und nicht nur für «—o 
und &« << x, fondern auch noch für «= o beftehen, wenn nur die 
Function f(x) im Bereiche der SIntegrationsgrenzen continuirlich 
bleibt, und k eine unendlich großwerdende, ganze Zahl vorftellt. 

Even fo führt die Gleichung (85) der vorangehenden Nr., wenn 
die Gleichung (87) derfelben Nr. zugezogen wird, auf die Gleichung: 


Raabe, Diff. und Int. Rechnung. 20 


306 Integralrehnung. III. 480. 


mnt+o 
5 Cos.2kxf(z)dx = o, (9) 


und wenn man in Gleichung (89) die Function f(x) in f(x)Sin.x über: 
gehen läßt, erhält man audh: 


mr-+a 
f Sin.2kxf(ix)dx =o, (100) 
0 . 


welche zwei Gleichungen unter den gleichen Beſchränkungen, als di 
Gleichungen (98) beftehen. 


480. Bon den in den vorhergehenden Pen. aufgeftellten Ole 
ungen kann bisweilen bei der Summation ohne Ende fortlaufende 
Reihen Vortheil gezogen werden, wie aus dem Folgenden erhellan 
wird. 
Setzt man in die erfte der Gleichungen (53) Nr. 159 ftatt b nad 
und nach die ganzen Bahlenwerthe: 
4,2,3,&,....k, 
fo erhält man, wegen: 
Sin.(2k-+1)= 
Cos.x-+Cos.2x+Cos.3x-+ .. +Cos.kx = 44? , 
Sin. 
2 
(a) 


x-ı Cos. (Ok+4)5 — 
Cos.x-Cos.22x+Cos.3z-. . eg Cos.kx =4-+ - ___ MT 2 , 


Cos. x 2 
folgende zwei Gleichungen: 
ir Sin.(2k-+1) 5 


Se” -—1+1— — — do 


Sin. 3 


1 4 1 1 
= a — D 4 — n — — D D — In 2 .ee 98 + ——— 
as -42 a2+r2? a2+32 —eûs, ’ 


et Cos.(2k-+1) 5 


ger” x= 
0 x 
Cos. 7 
% 
1 1 4 k.1 1 
= — U. — + — — — ® I} — + -1 — — 3 
a1? 22+22 22432 1 ad+k2) 


laßt man zur Linken der Gfeichheitszeichen x in 2x übergehen, ſo 


— 
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bleiben die Integrationsgrenzen unverändert; und wenn überdieß noch 
zu beiden Seiten der Gleichheitszgeichen a in za umgetaufcht wird, 
fo erhält man, mit Beachtung der Bleichung: ’ 


Se” dx =: , 


folgende zwei Gleichungen: 


nk 


" Sin. (2k-H1)x ed — — 
— — x — + 2a > On ‚ (101) 
0 n=1 
n=k 
Cos.(2k-+1)x „—ax — en 2 k-1 mi 4 
f er EL +20) > ra, (02) 
n=i 


in welchen a eine beliebig pofitive und k irgend eine ganze, pofitive 
Zahl vorftellt. 

Derfeßt man nun in diefen Gleichungen k in den Zuftand des 
immermwährenden Zunehmeng , fo geben die Ausdrüde zur Rechten 
der Gleichheitszeichen in ohne Ende fortlaufende convergente Reihen 
über; und da die Ausdrüde zur Linken mit Zuziehung der Glei⸗ 
chungen (90) und (88) Ne. 178 beftimmt werden können, fo erhält 
man dadurch die Summen diefer ohne Ende fortlaufenden Reiben. 

Nach den eben citirten Gleichungen bat man: 


f Sin.(2kH1)x „ax, — 


Sın.x 


- - - 1 
nr Tr TE, in inf , 


ſ Cos. (2k-+1)x e "dx — 


Cos.x 
0 


an _In In 7n 
= iPrle 2 te 3 +te Fre Tr init ‚ 


oder auch: 


J Sin.(2k-+14)x e "dr — * ee | 2 14e5* 


Binz -a 
4j—e A 





i-—e 
_ ar 
" Cos.(2k-+H1)x dr (ni. . 
ne dx = (-1)‘r 





ie ' 
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die nur für unendlich großwerdende Werthe der ganzen und pofittien 
Zahl k beftehen, ‚daher hat man auch: 








1re Tg 1 1 1 . 
Ü — — — —— — — 
5 — 2 + u) Fort are in inf. , 
„AT 
e 2 1 1 4 4 . 
— — 22 — — 2 — —— — m 
PR? Zu ) Fr ee ae ind. | ’ 
oder auch: 
1 ,[1_+_1_+- __-+onf.— 
a?2-+-22 a 42 a2-+ 62 a282 
·an 
= ri, 
2a a PP 
— — — +_2_-I some 
aꝰ22 ar „ar? air? 
/ 
„AT 
4 ww e.7 
— 922 — — 6 7 * 
2a 2a 1 


“welche Gleichungen zwei der angekündigten Summationen darſtellen. 

Aus diefen Gleichungen Iaffen ſich die Summen noch einiger, in der 
Analyfis Häufig vorkommenden Reihen ableiten, die wir auch nod 
mittheilen wollen. 








Es ift 

az _Mr 

re a7 e2 te 2 
-a A_ „art 

7 EP ala ez—e ?2 

und 
„ar 
e 2 1 

= ar _u20 

ge a eg —e 7 








[4 





. 


—n— — 
123 753 123345607 ° 
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e 30074 4 


er de, | 

2 2 2 
a a aa 

oder man bat auch, wenn die Ausdrüde zur Rechten der Gleich 


beitszeichen ‚ nad) Ausfcheidung der Factoren * und * ‚in Reihen, 


die nach auffteigenden Potenzen von 7 fortgehen, aufgelöft werben, 
folgende Gleichungen: 
IHeT _ 2 i+-U ) + u "su wi +...| ’ 


1— ar an 2 


am 
es: _i),.„ vf: en) vd) +...}, 
me ar al 2 2 
wo die Eoefficienten U,, U,, U,... 4, V, Ve... folgende 


Relationen eingeben: 





4 1 
U. + —_ = _ 
7 123 1’ 
U, >» U > — — — ’ 
1.2.3 1.2.3.4.5 1.2.3.4 
U, + U, >» U, + 4 — 1 , 
1.2.3 1.2.3.4.5 41.2.3.4.5.6.7 1.2.3.4.5.6 
u. f. ” 66) 
V. + vn 4 A = 0 ‚ N 
1.2.3 1.2,3.4.5 
V. V 1 
Vv. + —__ + __2_ — — — 
a aaa nt 
u. f. w. 


Entwidelt man ebenfalls die Ausdrücke zur Linken der Gleiche . 


beitszeichen der Gleichungen (8) nach auffteigenden Potenzen von a, 
fo wird man auf folgende zwei Gleichungen geführt: 


4 4 1 1 
x- 2 . 
4 (-1) (9 Un = + 7 + mt gar + in inf. , 
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i 1 1 
ky-\2k 4 aA A, n_-. 


und wenn endlich diefe zwei Gleichungen mit 22% multiplicirt werden, 
fo ergiebt fich: 


1 4 . ” 
Hau, —-41-+ A + * + 7 + in inf., 
(e 


weldye Bleichungen für alle ganzen und pofitiven Werthe von k be 
fteben. . Die obigen Gleichungen (z) mit diefen letzteren vereint, 
fielen die Summen der ohne Ende fortlaufenden Reihen rechts der 
Gleichheitszeichen in (5) durch ſehr bequeme Recurfionen dar. 


181. Wie aus den in $. I des vorliegenden Kapitels aufgeftellen 
Säpßen hervorgeht, können Schwierigkeiten, bei der Entfcheidun 
der Frage über Convergenz und Divergenz eines beftimmten Sate 
grals, nur dann noch eintreten: wenn erftend eine der Integrations 
grenzen unendlich großmwerdend ift; zweitens, wie aus der Schluj 
bemerkung zu Nr. 113 hervorgeht, wenn in der zu integrirende 
Differenzialformel I(x)dx die Function g(x), beim Lebergange dr 
allgemeinen Größe x von dem untern Grenzwerthe des beftimmtea 
Sntegrald, den wir endlich oder unendlich Bleinwerdend voraugfehen 
wollen, bis zum obern, unendlich großwerdenden Werthe desfelben 
eine unbeftimmte, ohne Ende wachfende Anzahl von Zeichenabwede 
lungen eingeht. Einen Fall, von ziemlicher Allgemeinheit diefer Ar 
ftelt das beftimmte Integrale: 

$ pSin.aız, Sin.agx, . . . Cos.b,x, Cos.bex, . . . )dx 

dar, wo @ irgend ein Functionzeichen (Einleitung Nr. 1) und a, 
a9, ... bu, be, - . » beliebige, veelle, ganze oder gebrochene um 
von x unabhängige Zahlenwerthe vorftellen; und da diefes beſtimmte 
Integrale, falls dasfelbe zu den convergenten gehört, in ein anderes, 
. mit demfelben unteren und mit einem endlichen obern Grenjwerthe 
verſehenes umgefeßt werden kann, fo laffen wir ung noch, zum de 
ſchluſſe diefes Kapitels, in eine etwas ausführliche Erörterung über 
diefes beftimmte Integrale ein, von dem bereitd mehrere befondere 
Fälle in den Nen. 149, 150 und 152 mitgetheilt und beftimmt wor 
den find. 
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Wir leiten diefe Unterfuchungen ein, indem wir Einiges üder die 
Summation der ohne Ende fortlaufenden, convergenten und periodis 
ſchen Reihen voranfchicen. 


182. Eine nach auffteigenden Potenzen einer allgemeinen Größe 
x geordnete, ohne Ende fortlaufende Reihe werden wir eine pe» 
tiodifche nennen, wenn die von x unabhängigen Coefficienten der 
einzelnen Glieder derfelben eine Periode bilden. 

Sept man alfo 

ym ats Ha? Hr... + a, xP-1 
ra at? ... + a,xp-i 
+ are at... + a,x't-! 
+... . (l) 
wo die Reihe rechter Sand vom Gleichteitszeichen ins unendlich 
fortlauft, ſo bildet dieſelbe, wenn die Coefficienten: 


unabhängig von x ſind, eine veriobifihe Reihe, mit deren Summation 
wir ung zunächſt befaffen werden. 
Wird zu diefem Zwecke 


P= ata2x+t2a2’ +... + ax" (m) 
geſetzt, fo geht die vorgelegte Gleichung (I) in folgende über: 
y= Pirx+ztartaxt -..0..); 
nun bat man für alle Werthe von x = o bi x = 1 die Gleichung: 
1 





_F 7 1 tar... 
X" 
daher bat man auch, für diefelben Werthe von x, die Gleichung: 
P 
az (A 


welche die Summe der vorgelegten, ohne Ende fortlaufenden Reihe 
in Gleichung (1) darftellt. 

Aus diefee Summe nimmt man zunächft ab, daß die fragliche Reihe 
für alle pofitiven Werthe von x, die Eleiner als die Einheit find, 
convergirend fei, wenn nur die Eoefflcienten a,, ag, a5, . - . ap Zwar 
beliebige, jedoch Feine unendlich großmwerdende Werthe vorftellen ; da⸗ 
gegen nähert fich diefe Reihe einem unendlich großwerdenden Werthe, 
oder diefelbe wird divergirend, wenn, bei derfelben Befchaffenbeit 
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der Coefficienten, die allgemeine Größe x der pofitiven Einheit mm 
endlich nahe kömmt. 

Da für unfern Zweck der Fall, einer ober mehrere der Coefii- 
enten a4, ag, a3 . . - a, feien unendlich großwerdend, als beat; 
tungslos ſich herausftellen wird, fo fehen wir von diefem, immer 
möglicdyen Falle im Borliegenden ab, und erklären diefe Coefficienten 
als endliche oder unendlid Fleinwerdende Größen. 

Unter dieſer Vorausſetzung ift es möglich Über diefe Eoefficienten 
dergeftalt zu verfügen, daß die vorgelegte Reihe in (I) auch noch für 
14 convergieend verbleibe. 

In der That, wie aus den oben aufgeſtellten Gleichungen erhellet, 
rührt dieſes unendlich Großwerden von y, oder die Divergenz der 
Reihe (A) für x4, lediglich von dem in 1—xr enthaltenen Factor 
4—x her; wählt man daher die Eoefficienten as, az, a3, - - - ap ders 
geftalt, daß die Größe P der Gleichung (a) auch noch diefen Factor 
4—x enthalte, fo ftelit fidy der Werth von y, wenn diefer gemein 
fchaftliche Factoe 4—x aus Zähler und Penner des Bruches, rechts 
bom @feichheitszeichen dev Gleichung (8), durch Divifion weggefchaft 
wird, auch noch für x=4 nicht mehr als unendlidy großwerdende 
Größe dar, woraus dann die Eonvergenz der Reihe in CH) für den 
gleichen Werth von x, nämlich) für x—=1, als möglich ſich herausſtelll. 

Diefes wird erreicht, wenn man, wie aus der Lehre der Glei⸗ 
ungen befannt ift, folgenden Zuſammenhang unter den Eoefficienten 


feſiſtellt; 

o airras-ar a, +... Ha; (M) 
d. b. beim Statthaben diefer Gleichung, ſtellt fidh der Werth von y 
der Gleichung (8), und mithin auch der der vorgelegten Reihe in 
(I), fogar dann nody von dem Zuftande des unendlichen Großwerdens 
derfchieden dar, wenn aud) x = 4 angenommen wird. 

Da es gerade diefer Fall ift, von dem wir, beiden Erdrterungen über 
das in der vorhergehenden Nr. befprochene beftimmte Integrale, auf 
geben werden, fo wollen wie die Summe der Reihe in (D, fir 
x= 1, unter der Annahme des Beftandhabeng der Gleichung (II) hier 
noch folgen Iaffen. 

Wird beim Statthaben der Gleichung (IT) in die Gleichung (2) 
x=4 gefeßt, und wird der dieſem Werthe von x entfprechende Wert) 
von y durch yı vorgeftellt, fo ergiebt ſich: 
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Yyı = = 8; ’ 
allein behandelt man dieſe Gleichung (6) nach dem in der Diffe⸗ 
renzialrechnung Nr. 29 mitgetheilten Verfahren, ſo ergiebt ſich, 
falls x ohne Ende der poſitiven Einheit nahe kömmt, folgender Grenz⸗ 
werth für y, den wir ebenfalls durch yı darſtellen wollen, 


_ 1 (&)- 
yı = p dx 
wo (£ e) den Differenzialquotienten der Größe P nach x vorftellt, 


wenn man nad) vollzogener Differenziation x —1 feßt. Yun bietet 
der oben aufgeftellte Werth) von P, aus Bleichung (a), die Gleichung: 
gr = ag-+ 2a;x-+3a;x2 + ...*+ (p—1)a;x?-? 
dx pP 
dar, woraus 

(2) = az-t+2a3t+3a, +... + (p—l)ap 
gezogen wird, daher hat man: 


n=- [est 20,+30, +... (0p-1a,], 
oder auch, mit Buziehung der Gleichung (II), 
yo — (art 2ag+äartia, +...+ pa, )- (III) 


Diefe Gleichung, deren Beltehen vom Statthaben der Bedingungs- 
gleichung (TI) abhängt, und die den Grenzwerth der Reihe in (I) 
angiebt, falls x der poſitiven Einheit unendlich nahe rückt, werden 
wir in den folgenden Nrn. bei der Reduction des in der vorange⸗ 
henden Nr. aufgeführten beſtimmten Integrals zu Grunde legen. 
Findet aber die Bedingungsgleichung (II) nicht Statt, ſo gehört die 
Reihe in (I), wenn x der poſitiven Einheit unendlich nahe gebracht 
wird, zu den Divergenten, oder dieſelbe bietet alsdann einen un» 
endlich großmwerdenden Werth dar. 

Bon diefem letzteren Galle werden wir bei der DBeurtheilung der 
Divergenz desfelben beftimmten Integrald Gebrauch machen. 

Mir fchließen diefe Nr. mit folgender Bemerkung. Wenn in der 
Reihe (I) die allgemeine Größe x nicht unendlich nahe der pofitiven 
Einheit, fondern abfolut der pofitiven Einheit gleich gefegt wird, fo 
gehört diefelbe beim Statthaben der Bedingungsgleichung (TI) zu 
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den fogenannten ſchwankenden, d. h. der Werth diefer Reihe fchwentt 
zwifchen mehreren, gleich möglichen Größen oder Zahlen, je nad: 
dem man bei irgend einem Gliede derfelben die Summation, ven 
der Linken zur Rechten, abbricht. Diefe Werthe find, wie man fih 
ohne große Mühe überzeugen kann, folgende: 
a, Ara, aıthagta;, ai a⸗ↄ Has ta,, - 
ai a⸗- as +... und o, 


deren Anzahl gleich p iſt; nimmt man nun die Summe dieſer gleich 
möglichen pWerthe, und bezeichnet dieſelbe durch S, fo bat man: 


S = pa +p—2atp-3a; +... + 22,_2+1.2, 1; 


da wir von der Vorausfeßung des Statthabens der Gleichung (II) 
ausgeben, fo befteht auch folgende Gleichung: 
o = patpastpa; +... tpa,_stpa,_ıtPa, 5 
wird diefe Gleichung von der vorhergehenden fubtrahirt, fo bat man: 
S=—lautlastia3 +... (P—1)a,_ı+-pa, ‚ 


und wenn diefe Gleichung mit der Gleichung (III) verglichen wird, 
erhält man endlich: 


8 
1*7 


p 

Man nennt arithmetiſches Mittel mehrerer Zahlen, de 
Summe derfelben dividirt durch ihre Anzahl: fomit zeigt ung die 
- Ießte Gleichung, daß das arithmetifche Mittel aller Wertbe, dern 
die Reihe (I) fähig if, wenn x—=4 angenommen wird, dem Grenz 
werthe diefer Reihe gleich kömmt, falls x ohne Ende der pofitiven 
Einheit ſich nähert. SIedoch kann von einem arithmetifchen Mittel 
fowohl, als von einem Grenzwertbe nur beim Stattbaben der de 
dingungsgleichung (TI) die Rede fein. 

483. Wir wenden und nunmehr unferem KHauptgegenftande zu, 
und legen folgende (Sntegralrechnung I, Gleichung (10), Nr. 36) 
Gleichung: 

f Ya)d=u | pla+w)-+g (a+2w)-+gla-+-30) .. g(b-o)-+g(b)} (IV) 


bei allen unferen folgenden Wnterfuchungen zu Grunde, in der b 
größer ald a, w eine unendlich kleinwerdende Größe und 
b=a = no, oder b = a-+no fl, 


alfo n als unendlich großwerdende, ganze und pofitive Zahl auftritt. 
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Bevor wir zur Löſung des allgemeinen Falles fchreiten, ſchicken 
wir, das hierbei anzumendende Verfahren leichter überfehen zu können, 
einige befondere Fälle voraus. 

Die ohne Ende fortlaufende Reihe: 

oSin.o-+xo Sin.20-+x3w Sin.3o + .. . + z"'»Sin.pw 

+ oSin.o+x "u Sin.2u+x’ySin3o+ .. . + x 1oSin.pw 

+ Tu Sin.o+z ro Sin.2u+x ro Sin3o +... + x’? 1,Sin.po 

+ xPoSino + 
deren ind Unendliche fortzufeßende Summe, nad) der vorhergehenden 
Nr., gegen einen endlichen Grenzwerth convergirt, wenn x 1 if, 
nähert ſich auch, nach der obigen Sleichung (IV), dem Werthe des 
beftimmten SIntegralg: 


SI Sin.xdx , 


wenn in diefer Reihe, erſtens x ohne Ende der pofitiven Einheit nahe 
kömmt, zweitens, wenn » eine unendlich klein⸗ und p eine unendlich 
großwerdende Größe vorftellt, und wenn drittens 
po = 2n 
ift, fo daß man 
Sin.mo — Sin.(kpo-+mw) = Sin.(2kr+mo) 

hat, falld unter k irgend eine ganze und pofitive Zahl gedacht wird. 

Vergleicht man aber diefelbe Reihe mit der allgemeinen (I) vor» 
bergehender Nr., fo bat man: 


a = oSin.o, 2a = wSin.2w, & —= Sin. 30,.. a, = oSin.pw , 


und bei der Annahme, es ftehe der Werth von x diefer Reihe um 
ein unendlich Kleines von der pofitiven Einheit ab, bat man nach 
Gleichung (III), beim Statthaben der Gleichung (II) derfelden Nr., 
die gegenwärtig in folgende übergeht: 

o= o»Sin.o-+o Sin.20+wSin.3o # ... + oSin,po, 


folgenden Grenzwerth für diefelbe unendliche Reihe, 


-; |oSin.o+2w Sin.20-+3o@Sin.30-+ . . . *pwSin.pu] . 


Derücfichtiget man daher die oben für » und p feftgeftellten Be 
deutungen, wie auch die Gleichung (TV), fo hat man, beim Gtatt- 
haben der Bedingungsgleichung: 
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2x 
o= f Sin.xdxı, 
0 
folgende Gleichung: 
[©] :x . 
Ss Sinxdx = — xSin.xdx ; w 
nun bat man 
f Sin.xdx = — Cos.x + Const. 


woraus 


2a 
f Suxdıx«=—i1+1=o, 
0 


gefolgert wird, alfo findet die obige Bedingungsgleihung Statt, de 
her auch die Gleichung (a), welche die einfachfte der Reductionsgle 
chungen ift, deren in Nr. 4184 Erwähnung gefchab. | 

Auf ganz analoge Weife gelangt man zum Ergebniffe, daß beim 
Statthaben der Bedingungsgleichung: 


27% 
0 =S Cos.xdx , 
folgende Reductionsgleichung: 
—* 4 37 
S Cos.xdxı = SS x Cos.xdx | (3) 
gleichfalls Beſtand hat. Diefe Bedingungsgleichung findet aber in 
der That Statt, fomit ſtellt die Gleichung (8) ebenfalls eine der vor: 
bin erwähnten Reductionsgleichungen dar. 
Läßt man überdieß noch, in den Ausdrüden zur Linken der Gleid: 
beitszeichen der Gleichungen (=) und (8), x inax übergehen, fo gehe 
diefelben über in: 


& „9° 
S Sinaxdx = — — f xSin.xdx, 
0 Zar "0 


& 4 32 
eo d = EEE — . N 
S Cos ax x 5 xCos.xdx 


und wenh jedes der beftimmten Sntegralien zur Rechten der Gleich 
beitszeichen in eine Summe zweier Integralien, das eine von o bis 
z und das andere von x bis 2x .aufgelöft wird, und wenn ferner in 
den vonx=xr bis x = 27 zu volljiehenden Integrationen x in +1 
umgefegt wird, fo hat man ſtatt der legten zwei-Gleichungen folgende: 


0. A gta. 
S Sin.axde = f Sin.xdx, 
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© 4 „? 
S Cos.axdx = 5 Cos.xdx , 
und wenn a verfchieden von Null gedacht wird, erhält man endlich: 
$"Sin.axdz = - , Cos.ax dx =o, 
0 


welche zwei Gleichungen in völliger Uebereinſtimmung mit den Glei- 
chungen (47) Nr. 156 find. 


484. Um einen «allgemeineren Fall vorzuführen, ftellen a und b 
beliebige, ganze oder gebrochene, reelle Zahlen vor; » und p bleiben 
in derfelben Bedeutung, in der fie in der vorhergehenden Nr. aufs 
traten, d. h. w fei unendlich klein⸗, p unendlich großwerdend und 
ganz, ohne jedoch an die Gleichung 

pw = 21 

nothwendig gebunden zu fein; und wenn g was immer für ein Fune⸗ 
tionzeichen vorftellt, fo convergirt die ohne Ende fortfaufende Reihe: 
wY(Sin.a®, Cabw)+xwg(Sin2aw, Co.2bw)+ . . +3? 'og(Sin,pao, Ca.pbo) 
+ Pog(sinao, c.bo)tz"!up(sin.2aw, C,2bw)t..+xT"Tog(Sin.paw, c.pbw) 
+ PoglSin.aw, Cos.bo)r -» : 2... 00. 
> >. Te Tr Er 
gegen einen endlichen Grenzwertb, wenn x was immer für einen 
echtgebrocdyenen Zahlenwerth vorftellt. 

Sekt man nun 
paw = ka.2r , pbo = kb.2u , 
wo k völlig willkührlich und an die einzige Bedingung gebunden ift, 
die Producte ka und kb in ganze Zahlen umzufegen, fo ftellt die 
obige Reihe, wenn in derfelben x ohne Ende der pofitiven Einheit 
nahe gebracht wird, und wenn dad Product: 

w.g(Sin.maw, Gos.mbo) 
für jeden, beliebig ganzen Werth von m unendlich Eleinwerdend aus⸗ 
fällt (Sntegralrechnung III Nr. 105 und 106), den Werth des be⸗ 
ſtimmten Integrals: 


f"g(Sin ax, Cos. hx) dx 
0 


dar. Allein bei derfelben Annahme, den Werth von x obiger Reihe 
betreffend, nimmt diefe Reihe, nach Gleichung (III) Nr. 182, ent- 
weder folgenden Werth an: 





348 Sntegralrehnung. III. 184. 


— |og(Sin.aw, Cos.bo)-+2wup(Sin.2aw, Cos.2bo) + ..... 


000.2. + Pog(Sin.paw, Cos.pbu\! 
oder diefelbe nähert ſich dem unendlich großwerdenden Zuftande, je nad. 
dem die dort aufgeführte'Bedingungsgleichung (II), die nunmehr in: 

o = oLg(Sin.aw, Cos.bw)-+g(Sin.2aw, Cos.2b0) + -... 
| nn + g(Sin.pao, Cos.pbe), 
übergeht, Beſtand hat oder nicht. 
Man bat alfo, mit Beachtung der Gleichung (IV) vorhergehende 
Nr., je nachdem die folgende Gleichung: 
Sf Sin.az, Cos.bx) dx = o 


angenommen werden kann oder nicht, mit Beachtung derfelben Gler 
„hung (IV) und der Gleichung: 


i_o0 
pP Zr’ | e 
entweder: 
S Y(Sin.ax, Cos.bx)dx = — 5* F CGin. ax, Cos. hx) xdx, 
oder: 


f “ oSin.ax, Cos.bx)dx = 00; 
0 


oder man hat auch, wenn in den beftimmten Integralien, die von x=0 
bis x= po fid) erſtrecken, x in kx umgeſetzt wird, mit Berüchkſich 
tigung der vorigen Gleichung («), je nachdem die Gleichung: 


f " (Sin.akz, Cos.bkx)dx = o, 
0 
Statt findet oder nicht, im erften Sale: 
38x 
Sp(Sin.ax, Cos.bx)dx = — * S HSin.akx, Conbkx)xiz, 
0 r 


und im zweiten: 
$ Sin.az, Cos.bx)dx = ©, 9 


wo ak und bk beliebige, ganze Zahlenwerthe vorftellen. 
Sm erften Falle it das Integrale: 


5” »(Sin.ax, Cos.bx)dx , 
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nach dem in Nr. 107 begründeten Sake, wenn man nämlich die 
Gleichung (8) mit berückfichtiget, ein eonvergentes, und im zweiten 
alle ein divergentes. 

Was die unbeftimmte Zahl k betrifft, ift Folgendes zu bemerken. 
Sind a und b ganze Zahlen, fo kann man für k jede ganze Zahl, 
folglich audy A wählen; find aber a und b gebrochene Zahlen, fo 
kann für k jedes DVielfache der Nenner diefer gebrochenen Zahlen, 
alfo auch das kleinſte gemeinfchaftliche Bielfache diefer Nenner gewählt 
werden. ' 

4185. Was nun den in Nr. 484 befprochenen, allgemeinften Sal 
betrifft, fo gelangt man durch ähnliche Betrachtungen, wie in der 
vorhergehender Nr. angeftellt worden, auf folgendes allgemeine Theorem: 

Wenn 

au, 83, 83,» 3 bi, be, bis, - - - - 
beliebige reelle, ganze oder gebrochene Zahlenmwertbe 
vorftellen; und wenn das Product der unendlidy Elein- 
werdenden Größe » mit der Junction: 
o(Sin.a,mo, Sin.asmo, . . . Cos.bınw, Cos.b5mo, . .. . ) 

für jeden ganzen, übrigens noch fo großen Werth von 
m beftändig unendlidy Eleinwerdend ausfällt, fo bat 
man beim Stattbaben der Gleichung: 


27 
S y(Sin.a,kx, Sin.askz, . . Cos.bıkx, Cos.bekxz, ...)dx=o, (A) 
auch folgende Reductionsgleihung: 
5 g(Sin.a,x, Sin.agx, . . . Cos. hix, Cos.bex, .. . ) dx = 


2 2 
= -. f (Sin.a,kx, Sin.askx, . . Cos.bıkx, Cos.bzkx, . . )xdx ; (B) 
a) 


und beim Nichtftatthaben diefer Bedingungsgleihung 
(A) bat man: 


S “ (Sin.a,x, Sin.asx, . . . Cos.bıx, Cos.bex, . . . J)dx = 00, (C) 
() 


oder, das beſtimmte Integrale, Nr. 181, ift beim Ein- 
treffen der Bedingungsgleihhung (A) convergirend, und 
in jedem andern alle divergirend. | | 

Die neu eingeführte Größe k ift, wenn aı, az, » » bı, ba, » » » 
ganze Zahlenwerthe haben, ebenfalls eine ganze Zahl, und kann im 
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diefem Galle durch die pofitine Einheit erſetzt werden; find aber dieſe 
Größen gebrochene Zahlen, fo ik für k jedes ganze Vielfache oder 
auch das kleinſte gemeinfchaftliche Vielfache der Nenner diefer ge 
brochenen Zahlen zu nehmen, oder, die unbeftimmte Zahl k if je 
desmal dergeftalt zu wählen, daß die Produkte: 

ka), kas, ka;,... .; kb, kba, kb;, . . . 
ganze Zahlenwerthe vorftellen. 


486. In dem, in der vorangehenden Nr. aufgeftellten Eak 
feßten wir die Größen a,, as, .. - bı, ba, - als ganze oder ge 
brochene, alfo durch eine endlihe Einheit immer ausdrüdbare oder 
meßbare Zahlen voraus; find aber diefe Zahlen durch keine endlice 
Einheit meßbar, fo fann man von den in diefem Gate aufgeftellten 
Bleihungen keinen weiteren Gebraudy machen, als höchſtens um ar- 
genäherte Beftimmungen zu erhalten, indem man nämlich diefe mi 
der endlichen Einheit incommenfurablen Zahlen angenäbert durd 
Bruchtheile der Einheit ausdrüdt. Der einzige Fall jedoch, wenn 
diefe Zahlen an und für ſich zwar mit der endliyen Einheit unmeß 
bar, die gegenfeitigen Verhaͤltnißzahlen derfelben aber ſämmtlich durd 
eine gemeinfchaftliche, endliche Einheit ausdrüdbar find, Tann, wi 
aus dem Folgenden erhellen wird, in volfter Strenge, nach den 
Oleichungen der vorangehenden Pr. behandelt werden. 

Wenn in dem beflimmten Integrale | 


f (Sin.ax, Sin.agx, . . . Cos..,x, Cos.’%ax, . . . Jdx 
0 


die Größen au, a2, - » - Pr, Ber - - » incommenjurable Zahlen: 
wertbe vorftellen, die jedoch fämmtlich, gegenfeitig, commenfuradle 
Verhältniffe eingehen, fJ werden folgende Gleichungen beftehen 
müjfen: 

a — ia, ag = Am, :-. 

A = bh, ßı = be, ... 
in denen A incommenfurabel, die Buchftaben aı, as, . bi, ba, - - 
aber commenfurable Größen vorftellen werden. 


Läßt man nun in dem vorliegenden beftimmten Integrale.x in - 


übergeben, fo erhält man, mit Beachtung der fo eben feftgeftelten 
Gleichungen: " 
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S"g(Sin.auz, Sin.agx, .. - Cos.dıx, Cos.8:x, ..!.)dx = 


=: Ss "g(Sin.aız, Sin.azx, . . . Cos.bıx, Cos.bax, . ... ) dx, 


und da die Bahlengrößen a4, 9, 9,» «- b,, b;, b;, . . durch eine 
endliche, ganze oder gebrochene Einheit ausdrücbar find, fo kann das 
beftimmte Integrale rechts vom Bleichheitszeichen den in der vor⸗ 
angehenden Nr. aufgeftellten Gleichungen unterzogen werden, daher 
auch über die Convergenz oder Divergenz des in Rede ftehenden be 
fimmten Sntegrals mit aller Strenge entfchieden werden fann. 


4187. Kehren wir nun zu den in Pr. 185 aufgeftellten Glei⸗ 
chungen zurück, und unterſuchen die zwei beſtimmten Integralien: 


f g(Cos.bıx, Cos.bex, Cos.b;x, .. . ) dx, 
0 


I"g(Sin.ax, Sin.agx, Sin.ayx, . . . ) dx, 
0 


jedes einzelne für ſich. 
I. Bermöge der Gleichungen (A) und (B) hat man: 


, HiCos.biz, Cos.bsx, Cos.bx, ...)dx = 
= — * g* (Cos. hikx, Cos.bakx, Cos. h&kx, .. . ) xdx, 
wenn folgende Bedingungsgleichung 
F CCos.hikx, Cos.b;kx, Cos.b;kx, .. )dx= 0 


Statt findet. erlegen wir nun jede der von x=o big x — 2n zu 
volziehenden Integrationen in eine Summe zweier, die eine von x=o 
bie x= 7 und die andere von x—=xr bis x = 2x, fehen dann in 
den lekteren x in 2x—x um, fo ergiebt fi, aus dem Grunde daß 
bik, b;k, b;k, . . ganze Zahlenwerthe haben, die Gleichung: 


S"gtCos.biz, Cos.bax,..)ixı= — S” (Cos.bikz, Cos.h;kx, ..)xdx 


-. S * o(Cos.bıkz, Cos.bekx, .. )(2n—x) dx , 
oder auch: 
S "plCos.biz, Cos.b;z, ..)dx= —k F * ptCos.bikx, Cos. hↄakx, .. ) dx, 
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wenn folgende Bedingungsgleichung: 
f g(Cos.b,kx, Cos.b;kz, .. Jdx = o 


Statt findet; da nun beim Statthaben diefer Bedingungsgleihun 
das Integrale links Tvom Gleichheitszeichen der vorangehenden Gli 
hung in Nul und beim Nichtftatthaben in Unendlich übergeht, 
fo gelangen wir auf folgenden merkwürdigen Gap: 

Wenn bi, ba, ba, ... beliebige, mit einer endlichen Eir 
beit meßbare Zahlenwerthe vorftellen, fo ift dag beftimmt: 
Integrale: 


f CCos. hix, Cos.bex, Cos.bzx,.. . . )dx 


entweder gleich Null oder gleich Unendlich, je nachden 
dag beffimmte Integrale: 


f * p(Cos.bıkx, Cos.bskx, Cos.b3kx, ... . ) dx 
0 


gleich oder verfhieden von Null ift, wo k völlig willkühr— 
lich und an die einzige Bedingung, die Producte: 
bık, bak, bak, ... 
in ganze Zahlen umzuſetzen, gebunden iſt. 
II. Das beftiimmte Integrale: 


S"g(Sin.ax, Sin.agx, Sin.azz, . . . )dx, 
0 


in dem a4, as, 33, .. gleichfalls, mit einer endlichen Einheit me 
bare Zahlenwerthe bedeuten, ftellt fih, wie aus dem Folgenden kr 
‚ vorgehen wird, minder einfach) dar.. 

Man hat, vermöge der Gleichungen (A) und (B), 


© 3x 
S p(Sin.ax, Sin.asx,..)dx = — * S o(Sin.a,kx, Sin.askx,.. .)xdi, 
wenn die Bedingungsgleichung: 
| 2 
f"g1Sin.akz, Sin.arkxz,...)dx=o 
0 


Beſtand hat. Verfährt man mit den zwifchen O und 2x zund 
menden beftimmten Sntegralien wie oben in I, fo erhält man: 








Integralrechnung. III. 187. 323 


ß p(Sin.a,x, Sin.azx, . . dx = 
— kf” pSin.a;kx, Sin.agkx, . . . ) dx 
0 
— * S * | oyp(Sin.aıkx, Sin.askx, ..)—gp(-Sin.aıkx, -Sin.askx, ... )} xdx, (œ) 


wenn man die Bedingungsgleichung: 
[1 | g(Sin.aıkx, Sin.agkx, .. )+g(-Sin.a,kx, -Sin.agkx ge. )} dx =o (@) 


hat, und beim NichtftatthHaben diefee Gleichung erhält man:! 
SplSin.az, Sin.asx, ...)dx = oo. 


Gehen wir nun von der Annahme des Statthabens diefer Be⸗ 
dingungsgleichung (8) aus, und zerlegen die von —=o bi x— x 
ſich erſtreckenden Sntegrationen in folche, die von x=obi x — 4 
und von 55 3 bi x = fortgehen, feßen dann in die letzteren 
z2—x ftatt x, fo entftebt, mit Beachtung des Umfiandes daß die 
ganzen Zahlen: 


aık, agk, a;k, ayk,.. . . 
entweder fämmtlich ungerade Zahlenwerthe haben können, oder, im 
entgegengefegten Falle (wenn nämlicy einige derfelben ungerade und 
die übrigen gerade Zahlenwerthe vorftellen), durch Umfekung von k 
in 2k fämmtlicy in gerade Zahlen ſich umformen laſſen, die Be» 
dingungsgleichung: 


[4 |g(Sin.aıkx, Sinaskx, .. ) + g(-Sin.akx, -Sin.agkz, . . ){dx= 0, 


und beim Statthaben derfelben hat man, wenn die Produete: 
aık, ask, azk, a,k,.. . » 
fämmtlich ungerade Zahlenwertbe heben, die Reductionsgleichung: 


"Hbin.a,z, Sin.agx, ..)dx=k (Sin.aıkx, Sin.azkx, . .) dx, (a) 
A "9 / 


und wenn nur einige dieſer Produete ungerade Zahlen ſind, ſo kann 
man durchs Umſetzen von k in 2k ſämmtliche Producte in gerade 
Zahlen verwandeln, wodurch, beim Statthaben derfelhen Bedingungs- 
gleihung, folgende Reductionggleichung erhalten wird: 


o $ 
f g(Sin.ax, Sin.ax,..)dx=k Ss p(Sin.a,kx, Sinsagkx, ..) dx 
(} 


⸗ 


+ 
_: f ? (Sin.a;kz, Sin.askx, ..)xdx, (b) 
— 
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Anmerkung. Cine flüchtige Betrachtung dieſer Ergebniſſe läßt noch einigen 
‚Zroeifel gegen die Richtigkeit derfelben zurüd. In I fanden wir nämlich, 
daß das beftimmte Integrale: 


f “olCos.bız, Cos.bax, ..)dx , 
0 


in dem bı, ba, ha, - . beliebige, jedoch rationale Zahlenwerthe be: 
deuten, nur zweier Werthe: 

o und oo 
fähig ſei, während wir zugleich in II fanden, daß das beſtimmte Integrale: 


S HSin.az, Sin.agx, ... .)dx (A) 


außer den fo eben erwähnten zivei Werthen, auch noch, wie aus der Blei: 
hung (b) zum Deutlichfien entnommen werden kann, jeden anderen Werth 
vorfiellen kann; da man aber flatt des zuletzt aufgeftellten beftimmten 
Integrals auch folgendes 


—R ‚ Vı-iCos.ax)? ,...]dx (B) 


feßen darf, und diefes letztere, nach I, nur unendlich klein⸗ oder auch noch 
unendlich großwerdend fein Tann, fo flehen dieſe zwei Ergebniſſe in offen: 
barem Widerfpruche zu einander. — Diefer Widerſpruch ift aber nur 
ſcheinbar, und kann, wie folgt, gehoben werden. 

Die allgemeine Gleichung: 


Sin.z = Yi—Cos.z? , 


hat nur infofern Beſtand, als man das Wurzelzeichen, rechts vom Gleich⸗ 
heitszeichen, im pofitiven Sinne von z—= 0 bis zn, im negativen von 
z—n bis z—=2n, wiederum im pofitiven Sinne von 2 — 27 bit 
z — 37 und im negativen von z— 37 bis z— An u. f. w., auftreten 
läßt; ganz die gleihe Bewandtniß muß es mit den Wurzelgrößen im 
beftimmten Integrale (B) Haben, falls folhes aus (A) entftanden, und 
demfelben gleichbedeutend fol angefehen werden dürfen. Diefes zugegeben, 
kann das beflimmte Integrale in (B) nicht mehr nach dem in I Mitge 
tHeilten behandelt werden; denn in I feßten wir die Beſchaffenheit der 
Function ꝙ, im ganzen Bereiche der Integrationsgrenzen oder vom Null: 
bis zum unendlich großiwerdenden Werthe der allgemeinen Größe, als ein: 
deutig voraus, und da diefes bei der Gleichung (B), wie aus dem 
Vorangefchidten hervorgeht, nicht mehr der Fall ift, fo verliert der 
obige Widerfpruch alle feine Haltbarkeit. 


488. Um auch einige Anwendungen auf befondere Fälle der bis 
jet aufgeftellten allgemeinen Gleichungen zu geben, legen mwir und 
zunächft folgendes beftimmte Integrale: 
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f log.(1-+a2-+2a Cus.x) dx 
v 


zur Ausmittelung vor. 
Da man nad) den Gleichungen (64) und (65) Nr. 961, wenn 
a = 4 ift, die Öleichung: 


f log.(1+3°+2a Cos. x) dx = 0 


und bei der Annahme a — 4, nad) Öleichung (65) derfelben Nr., 
folgende Gleichung : 


T 
f log.(4-ra?+-2a Cos.x)dx = log.a? 
0 
bat, fo hat man auch, nach der vorhergehenden Nr. I, entweder: 


Ss "log.(1-+a?+2a Cos.x)dx =o, (103) 
oder: 
S los ra’+2a Cos.x) dx = 00; (194) 


die erfte diefer zwei Gleichungen findet für alle reellen Werthe von 
a, die gleich oder Eleiner ald Eins find, und die zweite für die, die 
Einheit übertteffenden, reellen Werthe von a Statt. 

Beachtet man ferner die Sleichungen (66) und (67) derfelben ci- 
tirten Nr., fo bietet der in der vorangehenden Pr. betrachtete Fall 
I aud) folgende Gleichungen dar: 


S10g.(1+Cos.z) d=o, 


(105) 
f "og.(1—Cos.x) dx = o 
0 
geht bier x in 2x über, fo erhält man auch: 
f log. Cos.x? dx = o, 
u (106) 


f log. Sin.x? dx = 00 
0 


489. Wir fanden Nr. 172 Gleichung (83), wenn m einen ganzen 
und pofitiven Werth vorftelt, und wenn a —1 ift, daß das be: 


ftimmte Integrale: 
2x 
f Cos.nıx dx 
1—a Cos.x 
0 
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einen von Null verfchiedenen Werth darbietet, daher Hat man uh 
bei derfelben Annahme der Wertbe von m und a, nach Pte. 1871, 
folgende Gleichung: 


” Cos.mx dx _ . 
1—a Cos.x (ion 
Anders ift das Ergebniß, weiches folgendes beftimmte Integrale: 


" Sin.mx dx 
4—aCos.x 





darbietet, wo m fowohl ald a in der obigen Bedeutung auftreten. 
Man bat nämlich, nad) Nr. 185, beim GStatthaben der Bed: 
gungsgleichung: 
235 
Sin.mx _ 
4—a Cos.x de=o, 


auch folgende Gleichung: 
3388 Sin.mx dx _ Au Sin.mx 
l 1-aCosz u 4—a Cos.x „ dx 
nun findet diefe Bebingungsgleihung, nach Gleichung (82) Nr. 172, 


Statt, mithin auch die zuletzt aufgeftellte Gleichung, welche, mit 3u 
ziehung der Gleichung (36) Nr. 173, auf folgendes Reſultat füht: 











J 
Ss (EFT 5 





p=m—1 

1° 4 1+Vi-a\? (fi YVYi-aR\r 
7 DI — (FE), um 

45 
wo das Summenzeichen auf alle ganzen und poſitiven Werthe von 
p=41bi p=m—1 ſich erſtreckt; in dem einzigen Falle, men 
man m — 4 bat, wo alfo der obere Werth von p=o, alfo< | 
ift, reducirt fih, wie aus der citirten Gleichung (86) erhellet, der 
Perth dieſes Summenausdrudes auf Null. 





Viertes Kapitel. 
Näbernugsweife Beitimmunug der Inutegralausdräde. 


Einleitung. 


4190. Wenn der Werth eines unbeftimmten oder beftimmten Sn- 
tegralausdruckes nach keiner der big jegt mitgetheilten ISntegrationsme- 
thoden auf algebraifche oder erponentielle Functionen gebracht werden 
kann, fo wird man die Integralfunction, fo lange wenigſtens diefer 
Zuftand fortdauert, ald eine von den fo eben angeführten Functionen 
verfchiedene, und mithin zu einer anderen und höheren Art von 
Sunctionen gehörende erklären dürfen, und daher auch auf die An- 
gabe von Annäherungsmethoden zur Beſtimmung derfelben ſich an⸗ 
‚gewiefen feben. 

Streng genommen giebt ed nur eine geringe Anzahl von Func- 
tionen, die algebraifcdy rationalen nämlich, die, was die numerifche 
Beſtimmung derfelben betrifft , feiner Annäherungsmethoden bedürfen. 
Wir führen zur Unterftügung dieſer Behauptung die folgenden, 
böchft einfachen Functionen: 


Yıx, ‚Vi, Sin.x, lgx u.d. m, 

an, welche fämmtlich nur für eine geringe Anzahl von Werthen der 
allgemeinen Größe x Werthe annehmen, die zu den Werthen diefer 
allgemeinen Größe in genau angebbaren Verhältniſſen ftehen; in bei 
weiten größerer Anzahl find jene Zahlenwerthe von x, die zu den 
entfprechenden Werthen diefer Functionen in incommenfurabeln Ber» 
bältniffen fteben, und die daher nur annäberungsweife mit diefen 

verglichen werden oder ald Maße derfelben auftreten können. 
Diefem zufolge fielen die bei weitem größere Mehrzahl der in den 
zwei vovangebenden Kapiteln gewonnenen Integralbeftimmungen eben- 
falls nur angenäherte Refultate dar; es kommt denfelben lediglich 
. der Umſtand zu Statten, daß bereits Methoden befannt find, diefelben 
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annähernd zu beftimmen, und daß fogar einige Functionen dieſer 
Refultate, was die numerifchen Werthe derfelben betrifft, im Zabellen 
gut geordnet zufammengeftellt fidh vorfinden, fo daß man entweder 
die befannten Methoden anzumenden oder die numerifchen Werte 
diefer Functionen aus den Tabellen einfach abzulefen braucht. 

Anders verhält es fich aber, wenn die Integralfunction, wie oba 
erwähnt wurde, weder auf algebraifche hoch auf erponentielle Zune 
tionen zurückgebracht werden kann, wo man ſonach mit den befannte 
Hülfsmitteln nicht mehr auslangt. Diefe Integralien und die Me 
thoden, die zu deren näherungsmweifen Löſung führen, werden de | 
Innhalt des vorliegenden und lehten Kapitels dieſes Bandes au 
machen. 


$.L 


Integration durch ohne Ende fortlaufende Reiben. 


191. Im vorangehenden Kapitel $. I haben wir bereits mehren 
Sätze über Eonvergenz und Divergenz ohne Ende fortlaufender Reiben 
mitgetheilt, deren Glieder, von irgend einem angefangen, befländig 
dasfelbe Zeichen tragen; da man jedoch auch bisweilen auf Reiben 
geführt wird, bei denen die Glieder nach einem beftimmten Beleg 
Abwechfelungen der Zeichen eingeben, fo mollen wir, bevor wir zum 
eigentlichen Gegenftand diefes Kapiteld übergeben, den folgenden, 
die Convergenz der Reigen letzterer Art-betreffenden Lehrfag aufnehmen. 
. Wenn in einer. ohne Ende fortlaufenden Reihe, wie it 
folgende; - | 

Do, U, Ug, Us, 0 - Un, re ey (a 
die Glieder, von irgend einem endlichen, übrigens nod 
fo großen Stellenzeiger k angefanaen, und big ins Ur 
endliche fortgefegt, beſtändig und ohne Ende abnehmen, 
und Abwechfelungen in den Zeichen eingehen; fo zwar: 
daß die Summe der auf u, folgenden und mit einerle 
Zeichen begabten Blieder, deren legtes u,, fein mag, 
durch U, , die Summe der aufu,, folgenden, mit den ent 
gegengefegten Zeichen von u,, begabten Glieder, dert 
letztes durch u, vorgeftelltfeinmag, durch U, „die Summe 


u 


\ 
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der auf u, folgenden und mit dem entgegengefehten 
Zeihen yon m, begabten Glieder, wo das letzte w, ift, 
dur U,, u. ſ. w. dargeftellt wird, fo gehört die vorge 
legte Reibe, wenn. 

k, kı, ka, ka, ... k,, kn, ... 
ganze, pofitive und ins Unendlihe wachſende Zahlen 
vorfiellen, zu den convergenten, wenn die Glieder der 
ebenfalls ohne Ende fortlaufenden Reibe: 

Gr Ur rc Ur are (A) 
unter denen zwei unmittelbar auf einander folgende 
entgegengefebte Zeichen haben, von irgend einem end» 
lien Stellenzeiger angefangen und ins Unendliche 
fortgefept, beftändig und ohne Ende abnehmen. 

Stellt man, um den Beweis dieſes Satzes zu führen, die Summe 
der vorgelegten Reihe (a) durch y und die der Reihe (A) durch V 
vor, fo bat man: 

yzyrutrgygt...+u +Y, 
und da, nach der Vorausfekung, k einen endlichen Werth bat, 
fo haben wir nur darzuthun, daß Y einen endlichen Werth habe, 
um auch alsdann ein Gleiches von y ausfprechen zu fünnen. 

Stellt nun k, jenen Stellenzeiger in der Reihe (A) vor, von dem 
angefangen, die folgenden und größeren Zeigern entfprechenden Glieder 
immerfort abnehmen, fo kann man den Werth von Y auch folgen- 
dermaßen fielen: 


Y=+/U, — U, + U, U, .. EUt + R, 
wo man i 


R = +, Urs * Un — 


bat: und wir haben ‚nur noch darzutbun, daß der Werth von R, 
beim. Zunehmen von h immer kleiner und kleiner ausfällt, und zulekt 
ohne Ende abnimmt. Dieſes zu zeigen, ftellen wir der Einfachheit 
wegen folgende Gleichung feft: 

ER=9o, | 
wo alfo o, den numerifchen Werth von R, bedeutet, fo bat man 
entweder: 


TU U U U U Fl) 


Us + in inf. } 


3 
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= U Us = dt a Ten 
und ftatt der lebteren Gleichung auch folgende 


Urn on Us — Ur) + NR — U, 4) +... 
Da, nach der Vorausſetzung, die Bieter: : 
Un d Uns d Uyrs ! 


von der Linken zur Rechten gezählt, numeriſch, immer kleiner und 
Heiner werden, fo bieten die in den Klammern enthaltenen Aus- 
drücke der Gleichungen (a) und (8) nur pofitive Refultate dar, und 
wir find fomit zur Aufftelung folgender Ungleichheiten: 

> Un — Un) ' 

o< Un - Oo 


berechtiget, aus welchen folgende Grenzen für og, fich ergeben: 

0, < Un und 0, > Un” Un ; 
und da beim Zunehmen von h das Glied U, 43, dem numerifchen 
Werthe nach, kleiner ald jede angebbare Größe werden fann, fo 
fließt die Richtigkeit unferer vorigen Behauptung, und mithin aud 
die des angekündigten Theorems. 

As Zolgerung diefed Satzes kann man Folgendes ausfprechen: 
Wenn in einer ohne Ende fortlaufenden Reihe je zwei auf einander 
folgender Glieder entgegengefegte Zeichen haben, fo ift zu deren Con⸗ 
bergenz das immermwährende und unendliche Abnehmen der Glieder 
binreichend. 

192. Wir geben nun zur näherungsweifen Beftimmung von In- 
- tegralausdrüden durch obne Ende fortlaufende Reiben über. 

Wenn die Differenzialformel ꝙ(x)dx zur näherungsweifen Inte 
‚gration vorliegt, und es gelingt die Function g(x) in eine ohne Ende 
fortlaufende Reihe von Gliedeen, die Functionen von x find, der: 
geftalt zu zerfällen, das jede diefer Functionen mit dx multipkicirt, 
als Differenziale einer algebraifchen ober exponentiellen Function 
ſich berausftellt, fo kann die duch Integration diefer Differenyial- 
ausdrüde erbaltene unendliche Bliederreihe von Sntegralfuntionen, 
im Bereiche jener Werthe von x, für die die gefanımte Reihe con: 
vergirend ift, ald Integralfunction der vorgelegten Differenzialfor- 
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mel angefehben werden. Da etwas Allgemeines Über dad Zerfällen 
Diefer Function nicht mitgetbeilt werden kann, fo fchreiten wir in 
den folgenden Nrn. zur Anwendung diefes bier in Kürze bezeichneten 
SIntegrationverfahrens, und behalten ung vor die noch nöthigen Be⸗ 
merkungen gelegentlih nachzubringen. 

493. olgende zwei Integralausdrücke. 


I Cos.mx Sin. __Sin.mx 
Yi-c Vi-eSn. x? .Yr 4—c} — 2 dx 


in denen ® — 4, m und a vorläufig beliebige veelle Größen vor- 
fielen, wollen wir durch unendliche und convergente Reiben darzu- 
ftellen fuchen. 
Zerfällt man den Ausdrud: 
1 
N1—eSin.x? ’ 

in eine ohne Ende fortlaufende Gliederreihe, die nach auffteigenden 
Potenzen von Sin.x? fortgeht, wo alfo: 


1 41.3 1.3.5 
asus * —41 + 3 'Sinx * 7 c+ Sın.z SE _—- c6Sınzd +. 


erhalten wird ‚ fo Haben wir, um zur Kenntniß der unendlichen 
Reihen zu gelangen, die die beiden vorgelegten Integralausdrücke 
darftelen, nus die Werthe der beiden folgenden Integralausdrücke: 


£ Cos.ınx Sin.x dx , f, Sin.mx Sin. dx , 


in denen p irgend eine ganze und pofitive Zahl bedeutet, zu beftimmen 
nöthig; denn wenn man nach vollgogener Integration ftatt p nach 
und nach die Bahlenwerthe: O0, 4, 2, 3, 4, ... ſetzt, dann die fo 
gewonnenen Glieder vefpective mit: 


multipliciet, fo erhält man die Glieder der verlangten unendlichen 
Reihen. 

Schlieft man die geraden und ganzen Werthe von m, die gleich 
oder kleiner ald 2p find, von der Unterfuchung aus, fo kann man, 
mit Zuziehung der Gleichungen (183) und (184) Nr. 98, die frag- 
lihen zwei Integralien folgendermaßen darftellen : 
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f "Cos.mx Sin.x’’dx = | 
0 


— 


—4 
= m rn, p)Sin.mx | | 


8* (2Cos.aCos.ma-+-mSin.aSin.ma)Sin.a 





+ 2°-m? (4Cos.aCos.ma-+mSin.aSin.ma)Sin.a3 
1.2.3.4 
np, EEE) (Cos.aCos.ma+-mSin.aSin.ma)Sin.as 
5 4.2.3.4.5.6 j 


+ 2 ® ® ® e ® 6“ eo ® “ [ } " “ [7 0 0 e ®. 


Cos.aCos. mat Sin aSin.ma)SiaıT“ 
1.2.3.4. . (2p—ajap "7 oxacermatentin aöinama joe 


f Sin.mxSin.x’’ dx = 
0 
mu 1 — 
= Fa, pX1 — Cos.ma) 
Rn (2Cos.aSin.ma—mSin.aCos.ma)Sin.a 


92_m? 
1.2.3.4 
— op(m,p) (22-m?)(42-m2) er _mS: us 
+ 3.455 (6Cos.aSin.ma mSin.aCos.ma)Sin.a 
+ ® ® . “. U} ® ° “ [2 ® } . 


+ (2°-m?)(4°-mß) .. [(2p-2)°-m?] (2pCos.aSin.ma-mSin.aCos.ma)SinıT" 

| 1.2.3.& . . (2p-1)2p 
wo (m, p) in derfelben Bedeutung, als in Nr. 154 auftritt; m 
die vorgelegten zwei Integralausdrüce werden ſonach durch die for 


genden, ohne Ende fortlaufenden, convergenten Reihen dargeftellt: 


+ (4Cos. aSin.ma—mSin.aCos.ma)Sin.a3 





Cos.mx dx An. 

— J0 
1.c?Sın.a 
2(m2—22) 

+ 1,4.3.*Sin.a 
2.4(m2— 42) 

I, 1. 3.5. eb Sin. as 

2.4.6(m2—6?) 


{2Cos.aCos.ma + m Sin. a Sin. ma 





4Cos. a Cos. ma + mSin.a Sin.ma| | 


+ $6Cos.aCos.ına + mSin.aSin.ma| 


+. 


a) 
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Sin.mxdx 


— — — 4 — ⸗ ” . 
Vi- Sin = 0m 4-Cos.me) 
0 
1.0? Sin.a . . 
+ 25, }2Cos.aSin.ma — ın Sin.a Cos.ma ! 
4.3.0*Sin.a? . . 
+ ——— [4 Cos.a Sin.ma — mSin.a Cos.ma} 
1.3.5.c6Sin.a® . 
+ mn |6Cos.aSin.ma — mSin.aCos.na } 
En a Be a EEE €) 
wenn man abkürgend folgende Gleichungen feftftellt: 
— 12.e2 12. 32. * 12. 32. 52. eb 
et ee Par 
noise, PA 5) 887. 


42-m? (43-m2)(62-m?2) (43-m2)(63-m?)(82-m?) J 
— 52,02 52.72.05 52,72.92,c6 
nF ae) art 
und allgemein 

(2p+1)?c (2p-+1)? (2p-+3)? c® 
(2p+27?—m? [(2p+2)?— m?][(2p+4)?—m?] 
Bedenkt man ferner die Gleichheiten: 


2p Cos.aCos.ma = = | Cos.(m-+1)a + Cos.(m—i)a} , 


2p Cos.aSin.ma = 7 | Sin.(m+1)a + Sin(m—i)Ja} , 


mSin.aSin.ma = 5 | Cos.(m—1)a — Cos.(m-+1)a } , 


mSin.aCos.ma — = |Sin.(m-+1)a — Sin.(m—1)a } , 
ſo gehen die Gleichungen (1) und (2) auch in folgende über: 


Cos.mxdx 1. 
Vin Sina m n.ma 
— 41,4.088in,a) C0s-(m—1)a „ Cos.(m+4)a 
7 2 . am — ya 
_ 4113 &Sin.as) Cs m—)a , Cos.(m+r1)a| 
2.4 ) 4—=m ı+m 





— 4L 1.3.5 es Sin.as Cos.(m—1)a „. C0s.(m+-1)a 


€) 
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Sin.mxdx 
, Vi—e?! Sin.z? 


Io 1 (4-—-Cos.ma) 
m 


— 4 I2 e&Sin.a —E Sin.(m—1)a + Sin.(m--1)a 


3—m 2--m 


— +L 1.3 „ + Sin. J 5 (m—1)a _, Sin.(m-+-1)a 
—_m 4-+-m 


1.3.5 . Sinm—4)a „ Sin.m-+1 
_ ———— rn 
er en ‚& 
welche, wie die vorbergebenden Gleichungen, für alle Wertde von n 
beftehen, die nicht von der Form 2k find, wo k eine pofitive ode 
negative ganze Zahl vorftellt. 

Die oben duch I, I, I;, . . » In., + » . dargeftellten unentir 
chen Reihen betreffend, bemerken wir zuerft, daß Ddiefelben ſämm— 
(ih für die fo eben erwähnten Werthe von m zu den convergentn 
gehören, wenn nur ce — 1 ift, und daß man ferner zur leichteren 
numerifchen Beftimmung derfelben aus der oben für 1,, aufgeftelten 
Reihe folgende Reeurfi onsgleichung ableiten kann: 

3S_-m? 
I, = —— An. 1) * — 
die ſämmtliche transcendentale Functionen: 
I, L, Is, In, . .. Do Ir > 
als abhängig von der transcendentalen I, darſtellt. 

Diefe Function I, kann nicht nur durch die obige Gleichung (e), 

fondern auch durch folgende Gleichung: 


h=1 -(2) (m, ve +(; —* 2 —* 3)c6 + in inf. ( 


dargeftellt werden, wo 


() ) ) 60 

1 2 3 A ° 

die Eoeffcienten des nach auffteigenden Potenzgen von x entwickelten 
Binomiums: 


(-+x)"} 
find, und 


plm,1), glm,2), pım,3)), gpm,&), 
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aus der Nr. 154 befprochenen Function g(m, p), nämlich aus: 
" — 1.2.3.4 . . . (2p-1)2p 
pm, P = (22-m?)(42-ın?) ... . [(2p)?-m?] 8 


entſpringen, wenn in dieſelbe für p nach und nach die Werthe 1, 
2,3,%, . . . eingefeßt werden. 

494. Die in der vorhergehenden Nr. gewonnenen Gleichungen 
beſtehen auch dann noch, wenn m in my -i umgefeßt wird; Diefelben 
befteben alsdann fogar ohne irgend welche Befchränktung bezuglich 
Die reellen Werthbe von m, wovon man ſich zum Bellen aus den 
Pen. 97 und 98 der Integralrechnung II überzeugen kann. 

Diefes vorausgefekt, multipliciren wir die Gleichung (2) vorberges 
hender Nr. mit V’-1,- addiren diefelbe zur Gleichung (1) derfelden 
Nr. und vertaufchen endli m in my-1, fo ergiebt fidh: 


" en dx 4 —ıa 
— —— *2 1L-—-(i- 
f Nie Sin.z? om * 
0 
: 4.02Sin.a 
? 2(m2-+-22) 


4. 3. cSin. aꝰ 
* 


— 1. 3. 5. eb Sin.as 
2A. . 


. 0 0 002 08 8 8 8 00 060 eo. 0. 09 (5) 


21 





(2 Cos.a + mSin.a) e”"" 


(4 Cos.a -+-m Sim.a) e-"" 





(6Cos.a - mSin.a)e””" 


wo abkürzend 

BO 1.300 13.39,53 06 
22+-m? (22-+-m2)(4?2-+-m?) (2°-+m?)(4°-+-m?)(6?-+-m?) 
geſetzt wurde, und wo man, wenn p was immer für eine ganze und 
pofitive Zahl bedeutet, folgende Recurfionsgleichung: 


a in) 2 
zur Beflimmung der Größen I,, I,, I,, - - - » hat. Anftatt den 
Werth von I, durch die Gleichung («’) darzuftellen, kann man, analog 
wie bei I,, auch folgende Bleichung feftftellen: 


I =1- (Form, ve)’, 3er-( FR’, 3)e6+.., ( y‘) 


wo man für jede ganze Zahl p die Gleichung: 


L,=1*+ +..(a’) 
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1.2.3.4... (2p—1)2p 


4 — 
—— 


(6°) 
bat. 


495. Die in den vorhergehenden zwei Jen. gewonnenen Refultate 
wollen wir nun für den Gall des unendlichen Zunehmend der oberen 
Integrationsgrenze oder der Größe a umformen. 

Wird in der Gleichung (5) a=oo angenommen, fo erhält man, 
für jeden pofitiven Werth von m, die Gleichung: 


ed 

„ Vı=aSin.r 

Wenn in derfelben Gleichung (5) m in my -1 umgefegt und a=oo 

angenommen wird, fo erhält man, mit Beachtung der Gleichung (I) 

Pr. 451 und des LUmftandes daß alsdann I, in I, übergeht, fol: 
gende Gleichung: 


4y 
— — ® 6 
47, (6) 


" eu dx 1 
de __t 5, 
| Veen ya 


welche in folgende zwei Gleichungen zerfällt: 





” Cos.mxdx 
vis ©’ 
9*88 M 
Sin.mıdx 94 
— ZuciE ee 
die, mit Ausnahme des Nullwerthes und der geraden, ganzen Werthe 
von m, für alle anderen veellen Werthe diefer Größe abgeleitet, ſo⸗ 
mit auch nur für diefe Werthe als beftebend anzufehen find. 


‚ 4%. Die Gleihungen der vorangehenden Nr. beftehen für alle 
Werthe von c, die numeriſch Heiner als die Einheit find, daher kann 
man durch Differenziation dieſer Gleichungen nad) c die Werthe 
neuer Sntegralausdrüde ableiten, welche für diefelben Werthe von c 
gleichfalls beftehen werden. 

I. Differenzirt man zuerft die erfte der Bleichungen (7) nad c, 
fo hat man: 


f c Sın.x? Cos.mx dx 


0 (1—c} Sin.x3% u 
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diefe Bleichung kann auch folgendermaßen geftellt werden: 
© $41-(1-c?Sin.x2)! Cos.ınx dx 
f nm, 
(4—c2 Sin.x?)? 
oder auch: | 


f Cos.mx dx ” _Cos.mx dx _ mx dx 


daher bat man, mit Beachtung der eeften der Gleichungen (7), 


- f Cos.mx.dx 
— =o. 
— (1-eꝛ Sin. x? 

Differenzirt man nun dieſe Gleichung nah c, und verfährt auf 
gleiche Weife wie vorhin, fo gelangt man, mit Zuziebung der fo 
eben aufgeftellten Gleichung, auf: 

f Cos.mx dx oo j 


0 (1—c! Sin.x2)? 


Wird auf diefem Wege fortgefahren, fo gelangt man endlich zur 
allgemeinen Gleichung: 


”  Cos.mxdx 
ne, » 


o (4—e?Sin.xz?)”2 
die für alle ganzen und pofitiven Zahlenwerthe von n, für alle Werthe 
von c, die numerifch Eleiner als die Einheit find, wie für die Werthe 
von m ftattfindet, für welche die Gleichungen (7) Beftand haben. 

11. Wird auch die zweite der Gleichungen (7) vorbergehender Nr. 
nach c differenzirt, fo ergiebt fich zunächſt: 


J "eSin.x’Sin.mzdx _ 4 di 
(1-—c? Sin.x2)? m de 





0 
da man diefer Gleichung aud) folgende Korm geben fann: 


" 4-1-etSin.xd) ! Sin. 
j (1—c?Sin.x?) | nm „_ cd 


m dc 





0 (4-2 Sin.x2)? 
fo hat man auch, mit Beachtung der zweiten der Gleichungen (7), 


f Sin.mx dx 4% j 
(1—e? Sin. Fr . en) 


Rande, Diff. und Int. Rechnung. 22 
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wo man 
— di, 
Io,ı — I rc de (BU) 
bat. 
Wird nun die Gleichung (a1) nad) e differenzirt, fo erhält man 


unmittelbar die folgende Gleichung: 





' 


ges —idıı 
(ce? Sin.x3% m de 


und wenn diefe, wie die vorige behändelt wird, ergiebt fich, wit 
Beachtung der Gleichung (as), die folgende: 


“ Sin.mx dx 4 
f " =- los, (as) 
(i—c?Sin.22?7 1 
wo man 


d 
I, = In + 5 Ze (32) 


geſetzt hat. 
Differenziet man ferner diefe Gleichung (x) nach c, und verfäbtt 


wie in den zwei vorangehenden Fällen, fo ergiebt ih: 


” Sin.mx dx 4 
f — j — Ds, (ey) 
, d—eSin.z2y7 m 
wo abkürzend 
I, = Ius + r Ze (33) 


angenommen ward. 
Wird auf diefe Weife fortgefahren, fo erhält man endlich: 





*Sin. mx dx 1 
2n}1 — Io,n ’ (as) 
m m 
mo al, 
c Ayg,n—i1 
Im = Ion + 307 de (An) 
ift. 


Wir wollen nunmehr, mit Zuziehung der Gleichungen (84), (22), 
(85) . » . (Bu) den Werth von In. in eine ohne Ende fortlaufende 
Reihe entwicdeln, wodurch erft das beftimmte Integrale in Gleichung 
(on) als völlig beftimmt erfcheinen wird. 

Zu diefem Zwecke geben wir zur Gleichung (y) Nr. 193 zurüd, 
die man auch, wie folgt, ftellen kann: 
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bL=1 + >» (1) ( F) som, De”, 


r=1 
wo dag Summenzeichen auf alle ganzen und pofitiven Zahlenwerthe 
von r=4 bis 7 ſich erſtreckt. 
Differenzirt man dieſe Gleichung nach c, und berückſichtiget die 
Gleichung (A), fo erhält man: 


In=1+ > (-1) (#) (=) g(m,r)c”; 
rz=1 


wird dieſe Gleichung nach e differenzixt und.die Gleichung (6.) be⸗ 
rückſichtiget, ſo findet man: 


To = =1 + >> (- -1) (; ee D sim rc” ; 
r=1 
differenzirt man auch diefe Gleichung nad) c, und sicht die Glei⸗ 
dung (85) in Betracht, fo hat man: 





Li 


Is =1+ > (4) (#) riXaresXore3) ne ; 


r=1 


endlich erhält man, wenn auf gleiche Weife fortgefahren wird, 


r=o& 


Iamzi* (-AYU,gm, r) ce, 
rl * 
wo abkürzend 
U- (#) (2r+1)2r-+3)2r+#5) . . . (2r+2n—1) 
‚-—\r 1. 3. 5 2... &%n—i) 


angenommen ward. Es ift aber, nach dem eben feftgeftellten Werthe 
von U., 


AJU= . Oral) 


2.4.6...  2r 1. I 2220. (2n—1) ’ 
oder auch: 
u 135 On—iX2nHijl2n3) . (near) 
1.3.5... (2n—1) 2. | RE 2r 
daher bat man: 
—XE ——— —— . (20+2r—1) 


4. | 2r 
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oder: 


/ 
ru=rlr), 
"und der obige Werth von Io, geht in folgenden über: 


ro® 


Im=1*+ 2 (-1) ( 7) ga, r)c” 


oder Io, wird durch folgende ohne Ende fortlaufende Reihe: 


21 
Im=1- ("rem er + 


Sat 2u+1 
+ (7) g(m, 2)c* — ( ”) gm3) +... 


oder auch durch folgende: 


21 


_ a. (2n+1)(2n-+3) 
In = 1 + — — g(m, i)c +. 


g(m, 2,0 + 


ı + a em, 3) cd + in inf. M 
gegeben, welche, für alle Werthe von ce, die numeriſch kleiner als 
die Einheit find und bei den in den vorhergehenden Nrn. feftgeftellten 
Werthen von m, zu den convergenten gehört, oder einen endlichen 
und völlig befiimmten Werth darbietet. 

Für diefen Werth von Io,n hat man, nad) Gleichung (wu), 


”  Sin.mxdx 4 
, Zn = — Io,n (9) 
o (4—e2Sın.x?), m 


die für alle ganzen und pofitiven Werthe von n, den Nullwerth 
mitbegriffen ftattfindet. 

497. Der in den lebten Nrn. befolgte Gang den Werth eine 
Sntegralausdrudes, zumal eines beftimmten, ald algebraifche Summe 
unendlich vieler befannten oder beftimmbaren Integralausdrüde dar: 
zuftellen, kann auch falfche Refultate hervorrufen, wenn nicht alle 
Umftände gehörig erwogen werden, unter denen diefe als befannt 
vorausgefeßten Integralausdrücde erhalten worden find. Namentlich 
verdient der Fall eigens befprochen und beleuchtet zu werden, wenn 
dieſe befannten Integralaustrüde nur ald Grenzwerthe auftreten, 
deren wahren Wertbe aber, entweder völlig unbeftimmt find, oder 
um unendlich Lleinwerdende Größen von diefen Grenzwertben ab 


weichen. 
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Wenn 3. B. bei der Ausmittelung des befimmten Integralaus⸗ 
druckes: 
Ge Cos.axdx , 


die folgende ohne Ende fortlaufende Reihe: 
x* x6 x3 xzi0 


1—- x + _-— — — - — — Ht...), 
1.2 4.2.3 1.2.3.4 1.2. 3. 4. 5 


die den Werth von e— darftellt, wie auch die Gleichung: 
f x" Cos. ax dx =o, 
0 


die fireng genommen nur eine Grenzgleichung ift, zu Grunde gelegt 
wird, fo wird man auf das offenbar unrichtige Refultat: 


Ge Cos.axdx = o 
0 


gelangen. Der Grund hiervon ift eines Zheild darin zu ſuchen, daß 
der Werth des beflimmten Integrals: 


f "N Cos.axdx 
) 


eine von Null verfchiedene, unbeftimmte, jedoch unendlich klein⸗ 
- werdende Größe ift, wovon man ſich zum Deutlichften aus der zweiten 
der Bleihungen (D Nr. 4157 Überzeugen kann, wenn man dafelbft 
n = 2p und a = vw 

fein läßt, wo p ganz und pofitiv, und & eine unendlich Eleinwerdende 
Größe vorftelt; und anderen Theils, daß eine Summe unendlich 
vieler, unendlich Fleinwerdender Glieder, - auch ein von Null ver 
ſchiedenes Refultat darbieten kann: und in der That haben wir aud) 
in Nr. 162 wahrzunehmen Gelegenheit gehabt, dag wenn man Cos.ax 
in eine ohne Ende fortlaufende Reihe auflöft, dann gliedweife mit 
e* dx multiplicirt und von x = 0 bi8 x = 00 integrirt, daß man 
alsdann den Werth des fraglichen befimmten SIntegralauddrudes 
durch die endliche Größe 


a? 
je’a yın 
ausgedrüdt erhält. 
Eden fo würde man auf ein unrichtiged Refultat gelangen, wenn 
man bei der Ausmittelung des beftimmten SIntegrals: 


f ee’ Sinaxdx , 
0 


⸗ 
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die unendlich fortlaufende Reihe für ⸗zu Grunde Iegen weh: 
auch bier würde man, bei Außerachtlaffung des Umſtandes, daf ix 
Gleichung: 


| Ge Sinaxdx —=o, 


nur den Grenzwertb des Integralausdruckes zur Linken vom Gleich 
beitsgeichen darftellt, auf das unrichtige Nefultat: 


fe ce” Sin.axdx = o 


gelangen; während, wenn die Function Sin.ax in eine Keibe au 
gelöft wird, ein von Null verfchiedened und endliches Refultat, we 
aus dem Folgenden hervorgehen wird, ald Werth diefed Integrai | 
fih herausſtellt. 

Löſt man nun Sin.ax in eine nad) auffteigenden Potenzen von ı 
fortgehende Reihe auf, fo ergiebt fich: 





S e* Sinaxdx = 


=ajle”x fe "sie. J 





 3dx + 





—— 
läßt man in den —— Integralausdrücken zur Rechten vom | 
Öleichheitszeihen x? in x übergehen, fo ändern fi) die Integrab; 
onsgrenzen nicht, und man erhält auch: 








le“ Sin.axdx = 





41. I e””dx 55 e”"xdx ir ferien. 


feßt man in Gleichung (12) Nr. 440, m=4, fo bat man, ft 
jeden ganzen und pofitiven Werth von p, 


Ger dx = 1.234....p, 
daher geht die vorige Gleichung in folgende über: 


© x? G; — _ 4. 1.2.25° _ 1.2.307 
er nad — 
Bezeichnet man den Coefficienten von art, ins Ausdrucke richt 
vom Gleichheitsgeichen, durch C,, fo bat man: 


c, —_ Ay 1.23... .. 


— — 


pP 
"212.3... (2p-+1) ’ 
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oder aud): 
c — 418.123...Pp, 1 
PT 02 246...2p 1.35... . (2p+i) 
woraus endlich: 
a - at. [4 1 


v2 (nr 13.5.7... (2p+1) 
erhalten wird, und es ift: 


Se" Sin.axdx = 7a 99. _M. j | ’ 


oder auch viel allgemeiner: 


. 
Se-"Sin- = ve) _ (76) a ‚)_We)..\eo 
ya 1.3.5 1.3.5.7 
Die Glieder der innerhalb der Klammern enthaltenen Reihe nehmen, 
von der Linken zur Rechten gezählt, ohne Ende ab, und da die- 
felben gliedweife Abwechfelungen der Zeichen eingehen: fo convergirt 
diefe Reihe fir alle reellen Werthe von a und b. Die letzte Glei- 
hung befteht jedoch, vermöge der Gleichungen, die wir bei der 
Ableitung derfelben zu Grunde legten, nur für pofitive Werthe von 
a und für alle reellen Werthe von b. 


198. Nicht immer gelingt e8, in der zu integrirenden Diffe- 
venzialformel g(x)dx, die Function g(x) dergeftalt in eine unend- 
liche Reibe aufzulöfen, daß die entfprechende unendliche Reihe der 
Sntegralfunction im Bereiche der Integrationsgrenzen der Bariabeln, 
zu den convergenten gehöre: wodurch der bis jeßt befolgte Gang, 
Sntegralien durch unendliche Reihen darzuftellen, den Charakter der 
Allgemeinheit ablegt. Wir werden zwar, am Schluffe diefes Ka- 
pitels, ein ganz allgemeines Verfahren, Integralien näherungsmweife 
zu beſtimmen mittheilen; gleichwohl erachten wir e8 für vortheilbafter, 
in folchen Fällen, zuerft feines der fonftigen Hülfgmittel der Analyſe 
unverfucht zu laſſen, bevor zu diefem allgemeinen Verfahren ge- 
fchritten wird; denn dag Allgemeine erntangelt nur zu oft der Kürze, 
die ein Haupterforderniß einer guten Näherungsmethode ift. 

Zunächft legen wir uns folgendes beftimmte Integrale: 


(Mi log.(1-+a?-+2a Sin. x) dx 
v L 


zue Ausmittelung vor. 
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Nach dem bis jekt befolgten Wege wären wir lediglich darauf ın- 
gewiefen, die Function: 
log.(1+a?-+2a Sin.x) 
in eine nach) auffteigenden Potenzen von Sin.x geordnete, ohne Ent 
fortlaufende Reihe aufzulöfen; wir hätten alsdann, für jeden reellm 
Werth von a, die Gleichung: 


f "log. (1-+a?-+-2a Sin.x) dx = 
0 , 


\ 





_ 2a opra: 2a \% 
= log.(1+a?) S dx + F Sin.x dx — 5) f Sin.z2dx + 


0 





2a Io . 2a 4 
(2) G"sinnar (2) sr... 


i+a 0 
und da das erfte, dritte, fünfte u. f. w. Glied diefer unendlichen Reihe, 
jedes für fich, einen unendlich großwerdenden Werth darbietet, fo leuchte 
fofort die Unbrauchbarkeit diefer Reihe zur. Beftimmung des vorlie 
genden Integrals ein. Wir verlaffen daber diefen Weg und fdhide 
und an den Werth diefes Integrald auf einem anderen Wege m 
erörtern. | 
Nah Nr. 187, II hat man, wenn in der Gleichung (a) dafelbi 
k=41, a =1, 80, 3=0,... 
angenommen wird, die Gleichung : 


x 
Slogitat+2a Sin.x)dx = f” 1og.(4-ra?+2a Sin.x) dx, 
0 
falls folgende Bedingungsgleichung: 


z 
£ jlog.(1+a?-+-2a Sin.x) + log.(1-+a?—2a Sin.x)} dx — o 


ftattfindet. 

Um nun über das Statthaben diefer Bedingungsgleichung j 
entfcheiden, ftelle man der Kürze wegen den Ausdruck Links vom 
Bleichheitgzeichen durch u vor, fo bat man auch: 


7 
um £ log. |(1-+a2,2—4a2Sin.x?} dx 
oder‘: 


u= S ü log. |1-ra®-+2a? Cos.2x] dx 


und, wenn man x in 5 übergehen läßt, 
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u= V log. (4-tal-+209Cos. x)dx , 


oder endlich, mit Zuziehung der Gleichungen (64) und (65) Nr. 
464, wenn man a4 vorausſetzt, 

u=10, 
woraus augenfällig das Statthaben der obigen Bedingungsgleichung 
dargethan ift. Man bat daher auch, unter der Annahme 3 1A, 


J 


© 7 
f log.(44+a?+2a Sin.x)dx = f log.(1+a?+2aSin.x)dx . 


Wird nun der Ausdrud rechts vom Bleichheitgzeichen in eine nach 
auffteigenden Potenzen von Sin.z, ohne Ende fortlaufende Reihe 
aufgelöft, fo bat man: 


S "log.(1-Ha°-+2a Sin.x)dx = 
= log. — dx + u Sin.xdx — (2) [4 Sin.x2dx + 


le) Sinai —— —— Sinztdx + ...... 


oder auch, nach gefchehener Abfonderung der mit den geraden, bon 
denen mit ungeraden Potenzen von Sin.x behafteten Glieder, 

f "log.(i+a3+2a Sin.x)dx = ZFlog.(i-ra?) + 

0 


ko ie 


) 1[ 2a \” 7 
> Sk-1‘ _ 3 4a in. 2k 
—X (2,)% £ Sin.x”*" dx —R Ss Sin.x” ‘dx, 


wo die Summenzeichen auf alle ganzen Zahlenwerthe von k bezogen 
find. 

Berücfichtiget man nun die Bleihungen (42) und (44) Nr. 153, 
fo erhält man: 


(Mi log.(1-+a2-+2a Sin.z)dx = 
0 


ko 


=# - 1 1.3.5.7 ...2k—1 ( 2a \* 
25 —RB& DI Sorge (2) 
=i 


ko 


. 1 2.4.6.8... 2k—2 a ;; 
„2k-1 13.3.73. . 2km1 \i#®, 
k= 
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vertaufeht man aber in diefer Bleichung a in —a und addirt hie fo 
umgeformte zur urfprünglichen Gleichung, fo hat man auch: 


S "log. j1+a'-+22°Cos.2x} dx = 


ko 
1 4.3.5.7 .oe.o (2k—1! 28 2* 
8 2 [0 en nennen ; 
ki 


allein wenn a = 1 ift, hat man nach Gleiyung (103) Nr. 188, 





S 1og.1-+at+202Cos.2x) dx =o ) 


wenn man nämlich am angeführten Drte x in 2x übergeben läßt; 
daher hat man: J 


log.i-+a?) = 1 1.3.5.7... (2k—1) * 
u ni 2 — —— Des ’ 
k= 


und die obige Gleichung Si folgendes einfachere Refultat dar: 


9 _ 2.4.6.8 . . (2k—2) u) 
S 1ogtı+ +22 Sin.x) dx = at Km 135.79. ak) \ire) ' 


oder auch beim Weglaffen der Summenzeichen, 


f "Jog.(i+n3-+2a Sin.x)dx = 
0 


2a 1 2[ 22V ı 24 / 2a V 1 2.4. 64 2a \ Ä 
— — Gl ame m — — — [U U} > _ — — — — .., (11) 
1123 3 3\1-ra? 5 3.5 \1-+a? 7 3.5.7 \1-+a? 


welche Gleichung für alle reellen Werthe von a befteht, die numeriſch 
gleich oder kleiner als die Einheit find; für ale andern Werthe von 
a hingegen, nimmt das fragliche Integrale einen unendlich groß: 
werdenden Werth an. 

Wenn aud) in der obigen, den Werth von log.(1+a?) darftellenden 
Bleichung das Summenzeichen wegbleibt, fo bat man auch: 


ııl 2a" 1ıı13/2%a\ 1 135/ 2a \ 
lo “ 1+ 2 — —2·2 — —2 — —— — — 6 — — +. 
sum), (5) +7 36 *ẽ en) 6) 


die gleichfalls für alle Werthe von a, welche numeriſch gleich oder 
kleiner als die Einheit ſind, Beſtand hat. 


Ferner hat man: 


i\— 
og. (1 +4) = log.(4+b’) — log.b? ; 
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wenn daher b? — 4 ift, fo darf, in der obigen Gleichung (a), - 


ftatt a gefeßt werden, wodurch man auf folgende Gleichung geführt 


wird: 
log.(1-+b?) — log-b? — 


11 26 113[ 2b V.1 1 9b ) 
1.12) . 3 ———⏑— 9 


welche für alle Werth von b befteht, die gleich oder größer als die 
Einheit find. 
199. Den Werth des beftimmten Integrald: 


f Sin.ax dx , 
X ı 


wo « irgend eine reelle Größe bedeutet, haben wir in Nr. 159 Glei⸗ 
chung (57), falls die untere Integrationggrenze a0 ift, bereits an⸗ 
gegeben; wenn aber a irgend eine pofitive und endliche, veelle Größe 
vorftellt, fo dürfte es kaum möglich fein, die Differenzialfunction: 


Sin.ax dx 


in eine ohne Ende fortlaufende Reihe dermaßen aufzuldfen, daß durch 
Integration der einzelnen Glieder derielben eine zur numerifchen 
Beftimmung des vorgelegten Integrals taugliche Reihe gewonnen 
werde. Hingegen gelangt man auf folgendem Wege fehr bald zu 
einer convergenten Reihe. 

Es iſt nämlich: 


f Sin.ax dx — (= dx — f Sin.ax dx, 
x x x 
a 0 0 


und mit Zuziehung der oben citirten Gleichung 07) erhält man fofort: 


(= Sin.æx dx = — x [= Sin. ax dx ; 
"x 


wird nun in den Ausdruck rechts vom Gleichheitszeichen, die be⸗ 
kannte Reihe für Sin.ax geſetzt und dann gliedweiſe von x=0 big 
x=a integrirt, fo erhält man die Bleichung : 





"Sin.ax — — (œa)⸗ (za)? 
— — dx nd — amp] . 
f x Yoga Yang rd 
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die für alle pofitiven Werthe von a und « abgeleitet, alfo auch aır 

für diefe Werthe beftebt, und, wenn überdieß noch diefe Größen en: 

lich vorausgefeßt werden, auch zur‘ numerifhen Beftimmung ve 
fraglichen Integrald gut geeignet ift. 

200. Ein ganz ähnliches Bewenden hat ed mit allen im vorm 
geſchickten Kapitel, zwifchen den Grenzen O und oo ausgemitteltn 
beftiimmten Integralausdrüden. 

I. Legt man nämlich die Gleichung (62) Nr. 160 zu Grunde, 
ſo erhält man zunächſt: | 

ea — 1 V:-r a 4. 

a 2 a 0 
und wenn die Junction e =” in eine , nad auffteigenden Potenz 
von x fortgehende Reihe aufgeldft wird, erhält man: 
| f ea? dx = 


= 1 Vitali tun, ... ‚, 
2 & 314 51.2 71.2.3 
welche Gleichung für alle reellen und pofitiven Werthe von a und « 
befteht. 
II. Legt man ferner die Gleichung (63) derfelben citirten Nr. 
zum Grunde, fo findet man die Gleichung: 








dx = 
Vñ 
7 1ca Ana? 1 03a) 
= -—— 2yali1 —-— ——. +. il 
jr va} 31 512 7123 1 


die für dieſelben Werthe von a und « als die obige Beſtand hat. 

III. Wenn endlicdy die Gleichungen (77) Nr. 166 zu Grunde ge 
legt, b in & umgetaufcht und fowohl Cos.ox als Sin.ax in Reihe 
aufgelöft werden, erhält man: 


" Cos.nx — 
Vi dx = 


a 
7 10223 1 tat 4 œbab 
Vz: valı- 512 91234 1123456 ’ 
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J 


1 aa 4 03a? 4 0585 
* TR TT— —— *2 1 
Vi ws 1 7123 1123.05 er (16) 


welche, wie die vorangehenden zwei Gleichungen, nur für poſitive 
Werthe von a und « beſtehen. 


201. Dei den in den zwei letzten Nrn. behandelten befimmten 
SIntegralien feßten wir die Werthe derfelben, bei der Annahme des 
Nullwerthes für die unteren und des unendlich großwerdenden Wer⸗ 
thes für die oberen Integrationsgrenzen, ald gegeben voraus; es giebt 
aber SIntegralausdrüde, wie etwa die folgenden: 





J— Son & u. d. m., 
a 


die, wenn a=0 angenommen wird, nicht nur unausgemittelt, fondern 
geradezu unausmittelbar find (Integralrechnung III Nr. 106): wo 
fonach der in den beiden legten Nrn. befolgte Weg keine Anwendung 
finden fann. Da aber dennoch auch dergleichen Integralausdrücke 
durch ohne Ende fortlaufende Reihen ausdrüchbar find (wenn nämlich 
a0 ifl), fo wollen wir ung in der vorliegenden und den folgenden 
Nen. mit der Herftelung einiger derfelben befaffen. 
Man hat 


F *(e -axX__ ePx) =- — fie -uxX er) a dx 2 RX Pr) aʒ 


wird nun die Bleichumg (59) Nr. 159 verüdh chtiget, die nur ee 
pofitive Wertbe von « und ß, weldhe von Null verfchieden find, ab» 
geleitet wurde, fo gebt die fo eben aufgeftellte Gleichung in folgende 
über: 


-axX _ „x — -uX 6x dx 
let — Pr) = 105. £ se 8 
ferner hat man: 
er _ PX _ 03-6? 3-95, AB 

x on aa tn 
daher geht auch die vorige Gleichung über in: 


fie “(e -uX_ er) dx — log. +2P, _ - ee, 
a a 1 1.2 2 1.2.3 3 . 


der man auch fofgente Form geben kann: 
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on tote 1a 1 et _ 
1 212 3123 A123A 
“© _ 2. dx a 12 1 8a} 6 
= error +35 + an 
Faſſen wie nun der größeren Einfachheit wegen den Gall a=ı 
ins Auge, fo gebt diefe Gleichung in Mans über: 
1 a _41 a BL. 


fe az X og rt +1 = ,. = 
1 x i 212 3123 41.2.3. 


1 


4x dx i®_ 1 u 
=! erg -i+ 313 mt 
und da, wie aus dem bis jetzt Mitgetbeilten hervorgeht, die Bröfe 
o und 8 von einander völlig unabhängig find, fo kann diefe Gleich: 
nur infofeen befteben, als ein jeder der Ausdrücke links umd recht 
vom Gleichheitszeichen eine, von « ſowohl als von 4 unabhängig, 
numerifche Größe vorftellt. Stellt man ſonach diefe Größe durd c 
vor, fo bat man die Gleichung: 
tlg. 045 te iA ., 6 


“. _dx 

J 31.2 312.3 41234 
in der c für jeden Werth von & ein und denfelben, bis jegt zw 
nocy unbefannten, numerifchen Werth bedeutet. 

Um diefe Größe c zu beſtimmen, reicht es hin den Ausdruck recht 
vom Gleichheitszeichen für irgend einen Werth von « zu beftimmm. 

Zu diefem Zwecke löfe man die Function e°* in eine unendlich 
Reihe auf, fo ergiebt ſich: 


multiplieirt man beide Theile, links und rechts vom Gleichheit 
zeichen, mit dx und integrirt dann von x=1 bi x=p, fe M 
man für jeden pofitiven, übrigens noch fo großen Werth von p W 
Gleichung: | 


f e-ux dx = log.p — ap „1 (ep)? — ——— 
1 x 21.2 31.2.3 





verfeßt man nun p in den Zuftand des unendlichen Zunehmens, 
und addirt dann diefe Gleichung zu der vorangehenden (a), fo erhil 
man: 
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lm: 4(«p} ( 
ce = Lm: log.op — ap + 2UUBE_ SUPE u ..., 
wo das Grenzzeichen Lim: auf das unendliche Zunehmen der po- 
fitiven Größe p Bezug bat, und die Größe «, mit Ausnahme des 
unendlich Eleinwerdenden Werthes, aller pofitinen Werthe fähig ift. 
Stellt man ſonach unter k was immer für eine unendlich groß. 
werdende Größe vor, fo bat man folgende viel einfachere Grenz 
gleichung: 
iX 4% k 
c=Lin: logk—k4, 2 +, Br i (b) 
zur Beſtimmung von c, in der nunmehr das Grenzzeihen Lim: 
auf das unendliche Wachfen von k zu beziehen ift. 
Auf diefelbe Grenzgleichung, zur Bellimmung der Größe c, wird 
man geführt, wenn man, in der obigen Gleichung (a), flatt « die 


unendlich großmwerdende Größe k feßt; man hat nämlich alsdann: 
in: ſcekx dx _ 
Lim: SS er X „> o, 


v 


die diefelbe Grenzgleichung (b) hervorruft. 

Da man jedoch, was die numerifche Beſtimmung von c betrifft, 
einen endlichen Werth für k in die Örenzgleichung (b) einfehen muß, 
fo wollen wir.ung noch in eine Erörterung über die Ergänzung des 
Werthes von e einlaffen, den diefe Gleichung bei der Annahme, k 
ftelle eine endliche Größe vor, darbieten wird. 

Stellt man den fih ergebenden Werth von c aus Bleichung (b), 
bei der Annahme eines endlichen Werthes von k, durch c, vor, fo 
bietet die Gleichung (a), wenn dafelbft flatt & diefe endliche Größe 
oder Zahl k eingefeßt wird, für den volftändigen Werth von c fol» 
gende Bleichung dar: 

e=a4+ frek 4 ; 
1 x 


behandelt man dag beftimmte Integrale zur Rechten nad) der theil⸗ 
weifen Integration, fo hat man auch: 
1 1 ek dx 
e=arm-rfe =’ 
diefes beftimmte Integrale wiederum auf diefelbe Weife behandelt, 
erhält man: 
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— — Ä_ fe >; 
ke k2e* * 


fährt man in dieſer Weiſe fort, das jedesmal gewonnene beſtimmte 
. Sntegrale rechts vom Gleichheitszeichen nady der theilmweifen Inte 
gration zu behandeln, findet man endlich: 


4.2.3. .(k-1 
meet. ee N) 
wo ablürgend: 


c=2cC6 + 





k 0.) dx 
4 _ 
R, = Dırsss fer 


gefeßt wurde. 

Da die Größe R, nicht beftimmt werden kann, fo wollen wir m 
nigftens zwei Grenzwerthe aufftellen, innerhalb deren der Werth 
derfelben fallen muß. 

Stellt man unter o eine pofitive und unendlic, Heinwerdende Gröfe 
vor, fo bat man, nach Sleihung (9) Nr. 36, 

* ink 


e mn >=m _— 4 _ 
- x (1 (14ανX—9 


aus dieſer Gleichung wird man ſofort auf folgende Ungleichheit ge 


führt: 


£ e * < afe”* + ekiito) . e-kllt2o) 5 in inf. h, 
der man auch folgende Form geben kann: 
er a<e kofirertt 2er Lee in inf], 


die, mit Zuziehung derfelben citirten Gleichung (9), auf folgend 
Ungleichheit führt: 


& 
—ıx dx —kı 
j er e” e dx 
z S „kr < f d 


oder, wenn die Integration zur Rechten vom Ungleichheitszeicen 
ausgeführt wird, auf: 
_1, dx 4 
J5 er zit <T x kek 
Wenn daber der oben für R, feftgeftellte Werth beachtet wird, 
fo hat man: 
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1.234...k 4 
R, > o und R, < a, m TE ; 
und wenn © was immer für eine pofitive Zahl: vorftellt, fo kann 
man Rx , wie folgt, darfiellen: 
1.234... 4 
grt1 _— ok+ 8° 
Es geht fonach der oben für e gefundene Werth, wenn der Werth 
von cs eingeführt wird, in folgenden über: 
iB_ ı BR 4 k 


ce = logk— k+-— —- — +. _ 
21.2 31.23 41.2.3.4 


R, = (-1*. 


— ın inf. 





1 1 12 123 x, 1.2.3... (k-1) 
alle — 4 — — — .oe oo - u —— 
ke* Kurt D er 
1234...k 4 
+ (-1) TH Tr . (e) 


wo © irgend eine pofitive und k eine ganze, pofltive und endliche 
Zahl vorfteltt. 

Aus dem lebten Gliede diefer Gleichung, dag bei numerifchen Be- 
ftimmungen außer Acht gelaffen wird, kann man den Grad der Ge- 
nauigfeit ermefien, mit dem c beftimmt wird, falld man für k irgend 
eine ganze, pofitive und endliche Zahl annimmt. 

&o findet man, für k= 8, den Ausdrud: 


1 
— 0,000000400755 6 
als Werth diefes Gliedes, und da 8 — 0 ift, fo erfieht man, daß 
bei der Annahme k— 8 die obige Gleichung den Werth von e mit 
einer Genauigkeit beftimmt, die fi) noch auf die fiebente Decimal- 
ftelle erftredt. 

Man findet ſonach bei der Annahme k = 8, wenn von der ohne 
Ende fortlaufenden Reihe, die ſich auf der erften Zeile vorfindet, 32 
Blieder gerechnet werden, ald Werth diefer Zeile: 

— 0,57725332 ...; 
die zweite Zeile bietet alddann den Werth: 
+ 0,00003762 . . . 
dar, daher hat man, mit einer Genauigkeit, die fi) noch auf die 
fiebente Decimale erfiredt, 
ce = — 0,57725332 . . . + 0,00003762 . . . 


’ 
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oder endlich: 
c= —0,5772157 . (aj 


Der oben aufgeſtellten ‚ den Werth von c darſtellenden Grenzglei⸗ 
chung (b) kann man noch eine andere Form geben, mit deren Her: 


ſtellung wir uns auch noch befchäftigen wollen. 


Man bat nämlich: 











⸗ 3 
e i__ı — — ——— . .., 
x 1.2 1.2.3 1.2.3.4 
atfe auch : 
k 
— x 
J—— — . . ., 
x 21.2 3 1.2.3 


daher geht die Bleichung (b) in folgende über: 


k 
e= Lim: og.k + f ei dx , 
* 


wo das Grenzzeichen noch immer auf das unendliche Wachſen ven 
k bezogen wird. Nun hat man, bei der Annahme des unendliche 
Zunehmens von k, die Grenzgleichung: 


k 
Lim: (1 -7) ze”, 


daher gebt die vorige Grenzgleichung über in: 


k 
k 
—— 
log.k + —— dx\ , 


0 
und wenn in bem beftimmten Integrale rechts vom Gleichheit 
zeichen 





c = Lim: 


1 — SZSin x 
k 


umgeſetzt wird, wodurch dieſe Gremgleichung in folgende übergeht, 
1 





k 
= Lim:{log.k — 4 
c ım og f — dx | ‚ 
a 
fo bat man: 
1 
e = Lim: flog.k — f Kain... Haze, 
() 


oder auch: 
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2 3 45 k 
welche die oben angekündigte Gleichung ift, von der, namentlich vom 
Ausdrude rechts vom Gleichheitszeichen derfelben noch öfters die Rede 
fein wird. 
Nunmehr die Größe c ald bekannt angenommen werden darf, bietet 
die Gleichung (a) folgende Sntegralbeftiimmung dar: 


2 
rk _ . — log. + ti —-. .., 
x 1 21.2 3 1.3.3 
1 


e=Limiogk (1444 r1rir.. 0a) ‚(d) 


und wenn x in =, © in «a umgeſetzt wird, hat man auch: 


f ax â - leg. aa -· _ ia 1a, 
x 1 2 1.2 3 1.2.3 





in welcher Gleichung a ſowohl ald & pofitive und reelle Größen, die 
von Null verfchieden find, vorftellen, und der numerifche Werth 
von ce durch die Bleichung (a) gegeben ift. 
Geht in diefer Gleichung: 
x in log.x und a in log.a 
über, fo erhält man auch folgende Gleichung : ‘ 


f — _ =c log.(alog.a) 
xatljog.x B:Lar0B 


1 2 142 3 71.2.3 
in der c und « diefelben Werthe, wie in der vorhergebenden Blei» 
chung haben, und a nicht allein pofitiv,, fondern aud) noch größer als 
Eins fein muß. 


.. «log. 1 («log.a)? „. 1 (alog.a) _ ..., 8) 


202. Auf analoge Weife wie in vorangebender Nr. wollen wir 
uns an die Ausmittelung des Werthes des beftimmten Integrals: 


2 ” Cos 
f u03.0X 42 
x 


machen. 
Man hat: 


— f Cos.ox-Cos.3x dx — f Cos.ax-Cos.ßx 4, _ f Cos.ax-Cos.ßx dx; 
. X x x 
. 6 . 


1 0 
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und nach Gleichung (51) Nr. 159 bat man: 


f Cos. æx -Cos. Ax dx = log. ß , 
x & 
0 
daher hat man auch: 
oo 1 


f Cos.ax—Cos.ßx 4, — log. ? _ f Cos.ox—Cos.dx dx : 
& 


X X 
1 


loͤſt man noch den Ausdruck: 
Cos.ax— Cos.x 
x 
in eine nach auffteigenden Potenzen von x fortgehende Reihe auf, 
und integrivt dann gliedweife von x<=0 bis x— 4, fo erhält mar: 


f rasen dx = log. ß ‘ 
x [74 
1 
„iR 1, 106 
2 12 4 1.2.3.4 6 1.2.3.8.5.6 
und da « unabhängig von 8 ift, fo wird man, wie bei ähnlichen 
Anlaffe in der vorangehenden Nr., auf folgende Gleichung geführt: 





..; 


Cos.ox 108 1 # 4 a6 
. e’ dx lo . — —— — — — — — .s ‘) 
* f x * B * 2 1.2 + 4 1.2. 3. 4 6 1.2.3.4.5.6 * 
1 


wo c’ eine numeriſche und von « unabhängige Größe iſt, mit deren 
* Beftimmung wir ung fogleich befchäftigen wollen. 
Setzt man nämlich & ald ganze, pofitive und unendlich großwerdende 
Zahl voraus, und bezeichnet diefelbe durch k, fo bat man juerft: 


f Cos.kx do; 
x 
1 


denn ſetzt man in den Gleichungen (98), (99) und (100), Nr. 1 
die Function Ix) von der Form no voraus, fo folgert man au 


denfelben fofort, wenn k in der fo eben feftgeftellten Bedeutung auf 
tritt, folgende zwei Gleichungen: 
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wird in diefen zwei Sleichungen x in x —1 umgefett, fo erhält 
man: " 
Cos.k f Col 1x + Sink f Sin.kx 4ax —_o, 


X 
1 


Sin | Coahz 4% — Cosk f ai d=o, 
x 


1 

addirt man dieſe Gleichungen, nachdem die erſte mit Cos.k und die 
zweite mit Sin.k multiplicirt worden iſt, fo erhält man die ange⸗ 
gebene Bleichung. 

Macht man fonady diefelbe Annahme über «& in der Gleichung (a’), 
fo entfteht die Grenzgleichung: 
ec’ = Lim: log.k — ! a ——— ‚(b%) 

21.2 A1234 61.2.3156 

wo dad Grenzzeichen Lim: auf das unendliche Zunehmen der ganzen 
und pofitiven Zahl k bezogen wird. 

ie aus diefer Gleichung der fi) ergebende Werth für c’ zu 
eorrigiren fei, falls in derfelben k ald endliche Zahlengröße auf: 
teitt, wollen wir im Folgenden zeigen. 

Stellt man den flir einen endlihen Werth von k aus (b’) fih er» 
gebenden Werth von ce’ durch e, dar, fo bietet die Gleichung (a’) 
folgenden Werth für ce’ dar: 


x 
3 


Betrachten wir nun den Fall, wenn k eine ganze, gerade Zahl und 
von der Form 2m ift, fo findet man durdy eine fucceffive, theilmweife 
Sntegration folgende Gleichung: 


fa — 





Cos.2m 41.2.3 _ 1.2.3.4.5 . (2-3) 
= ___ 1 — _ 7 -...( „123... (2m-3) 
(2m)? | am: tr (2m)? m —8 Zr 
_ Sin.2m 14 _ 12 „1238, (gm 123 2 mm 
2m (Zn)? (2m) am) m 


+ R 


am I 
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vom Gteichheitszeichen, die 48 erften Glieder folgenden Werth dar: 
— 0,62267 ; 

der numerifche Werth ded Ausdrucks auf der zweiten Seile der 
felben Gleichung geht, bei derfelben Annahme m—5, über in: 

— 0,00795 , 
ber auf der dritten Zeile befindliche Ausdrud geht in: 

+0,05343 , 
über. Es ift alfo, vermöge derfelben Gleichung, 

c’ — 0,57719 , 

und wenn die vierte Decimalftelle, mit Zuziehung der fünften, cvr: 
rigirt wird, erhält man zur Beflimmung von c’ die Gleichung: 

c’ — 0,5772 
welcher Werth, mit dem von e der vochergehenden Nr. verglichen, 
auf die Identität der zwei Conftanten c und c’ zuerft die Vermuthung 
hinlenkt. Daß dem wirklich fo fei, d. b., daß die in der vorhergehenden 
Fr. öfters zur Sprache gebrachte Größe c mit der Größe c’ der 
vorliegenden Pr. gleichbedeutend fei, wollen wir viel allgemeiner, 
wie folgt, darthun. 








Da man 
x? x" x6 
Cosa md gr a Ian rt 
bat, fo bat man audh: 
Cos.x—i _ E30 x3 x5 ri 
x 42074234 1.234.56  °°° 


feta=-iEri Mb 1 Kot 
x 21.2 a 1.2.3.4. 6 1.2.3.4.5.6 


0 
wodurch die Grenzgleichung (b’) in folgende übergeht: 


k 
ee = Lim:}log.k + f az ix ‚ 
0 


oder auch in: 
N 
Cos.kx—1 
ce = Lim :og.k + f mu dx , 
x 
) 


wo dad Grenzzeichen auf das unendliche Wachfen der ganzen und 
pofitiven Zahl k Bezug hat. 


u r4 
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Stellt man, wie in Nr. 476 geſchah, ducch e eine unbeflimmte 
und unendlich Eleinwerdende Größe dar, jedoch daß das Product ke 
unbeftimmt und unendlich wachfe, fo kann man die vorige Gleichung 
zunächft folgendermaßen fielen: 


€ 1 
‚kx— kx—1 
ce= Lim: }log.k + f —— + f men ix ; 
0 € 


und da vermöge des in Pr. 454 bewiefenen, nach der getroffenen 
Annahme über e, die Grenzgleichung 

Lin: Coskx=o, vn x=e bis x—i 
angenommen werden darf, fo geht der zuleßt aufgeftellte Werth von 
c über in: _ 


. € 1 
rin: ſitk -ſ wi | w, 
x x 
0 € 
oder auch in: 


' € 
ce = Lim: |log.ke + f mu ix ’ 
() 


Debandelt man das innerhalb der Klammern enthaltene beftimmte 


» Integrale auf gleiche Weiſe, wie dag in Nr. 477 ermittelte, d. h., 


ſetzt man: 

" ez uw, 
wo » eine unendlich Eleinwerdende und w eine ganze, unendlich groß- 
werdende Zahl vorftellt, fo bat man, nach Gleichung (10) Nr. 36, 


€ 


Cos.kx—1 
ee 


0 





Cos.ko-1 Cos.2kwo-1A _ Cos.3ko-1 Cos.uko—1 
= — — — — 0.0.0 + —— 
w 20 30 vo ! 
oder : 
€ 
Cos.kx—1 dx 
—k&k= 
o 
Cos.ko Cos.2kw Cos.3ka Cos.uko 
— — + — — —. — — 
1 2 3 A 
1a 4 N 
— 11 —à 2 - +... —e 
| 77377 ” ) 
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und mit Zuziehung der erften dev Gleichungen (8) Nr. 177, 


€ 

Cos.kx—1 4 1.4 4 

—d 21 0 — 1 _ = .e — 
S 2 TE Be (rd +i« *29 





Wird nun dieſes Ergebniß in die letzte, den Werth von c’ dar: 
ftellende Grenzgleichung eingefekt, fo gebt diefelbe über in: 








k- 
e* = Lims}1og — -(ir4+3+...- 8), 
Sin. 2 3 


oder, wenn uw ftatt & gefegt wird, 
ko 
_ Im: 7 _ 4,14 4\t, 
‘= Lim [lo Paz ro (« + 3 + 3 +-...%+ Al 
diefe Gleichung befteht, wie jene, aus der fie gefolgert wurde, mit 
einer defto größeren Genauigkeit , je Meiner » gedacht wird, folglich 


ift man den Ausdrud = al8 eine unendlich Eleinwerdende Brök 


anzufehen berechtiget; e8 nähert fidy daher der Bruch: 
ko 








ohne Ende der pofitiven Einheit, folglich deſſen Logarithmus im 
Nullwerthe, und man bat: 
c’ = Lim: gu -(iriminie. =), 

wo dad Grenzzeihen auf das unendliche Wachfen von zw bezogen H. 

Vergleicht man num diefe Grenzgleichung mit jener (d) der vorm 
gehenden Nr., fo hat man: 

e=c, 

w. 4. b. w. 

Man bat fonach, vermöge der Gleichung (a’), 











= 
Cos. æx 18 4 
f x dx =c—lga+. 773234 *+ 00. 


1 
und wenn x in - und a in aa umgefekt wird, erhält man die vie 
allgemeinere Gleichung: 





(4 
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f Se = eg + de 1... (19) 
x . .2.3. 


in der a fowohl ald « von Null verfchiedene, pofitive, reelle Größen 
vorftellen, und der numerifhe Werth von c mit einer bis auf die 
fiebente Decimalftelle ſich erſtreckenden Genauigkeit durch die @fei- 
chung (a) der vorangehenden Nr. gegeben erfcheint, oder auch ale 


Grenzwerth einer der folgenden drei Gleichungen: 


ce = Lim: logk—k ri E41 RU. in inf. 
212 3123 
1uke1116 . | 
= Li l — a — — ⏑⏑⏑ —— — — f. 
m — 2 ER TEEN TEN nr Se 2 (A) 


c = Lim: mer (ar iriair...- fl 


noch zu ermitteln ift, oder die Größe c in der Gleichung (19) Hat 
denfelben. numerifchen Werth ald die Größe c der Gleichungen (17) 
und (18) der vorhergehenden Nr. 

203. Wir wollen ung noch mit der Herftellung einiger aus den 
Ergebniffen der beiden vorangehenden Pen. gefolgerten Gleichungen 
befoffen. 

Nach $. TV Mr. 155. des vorangehenden Kapitels ift man zur 
Yufftelung folgender Gleichung berechtiget: 

S, N Kerr da} Sin.axdx = 6 Se” Sin.axdx} e”’ da; 
nun bat man: 

© —a(1+x) — 1 
et . 
und nach der zweiten der Gleichungen (53) Nr. 159, 
>) . a 
S e””" Sin.ox dx = rw 


daher gebt die vorgelegte Gleichung in folgende über: 


& 
" Sin.ox AX Ar ae" da 
= |——__— 02 
d+x a3-+-a3 
o 


oder auch, wenn im Zntegralausdruge rechts vom Gleichheitszeichen 
a in «x umgeſetzt wird, und die Ausdrücke links und rechts vom 
Gleichheitszeichen ihre Plätze vertauſchen, 
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fubteahirt man diefe Gleichung von der vorhergehenden, fo fnkt 








man: 
-: fs — 
1+z? 
v 
ı ( _-0 & 1 0 4 05 
= — _\e” #+e >». _I_ + 
| )}e 3123 51234 | 





+ Irn(e® — e®) = gie) ; 
und da die Größe r unferer Willkühr überlaffen bleibt, fo können 
wir diefelbe auch gleich Null annehmen: alsdann müſſen wir abe 
nöthwendig die Function ala) von der Form VI bla) oder ia) 
borauszufegen, mo bla) nur noch eine reelle Function von « dor: 
hellen kann. Diefes vorausgefegt, gebt die zuleht aufgeftellte Sei: 
chung in folgende über: 











— Yla),, 5 








= let lan ni * Eee 
_ +(e + )}- ce + logo + 12T 


— Yı(a) ’ 
wo Yıla) den Differenzialquotienten von (a) nach « vorfell. 
Um die Function bla) zu beflimmen, legen wir und folgen 
Bleichheit vor: 
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X dx; 


£ Al “e@X Sin.a(di-+x) dad) da= F F Sin.a(1-+x)da| e 
U) 
nach der erftien Gleichung (47) Nr. 156 hat man: 


S, Sin. ali-+x) dx = * 


und wegen der Gleichheit: 
f "ER Sin.ali+-x) dx = 
0 


— Sin.a f "RX Cos.axdx + Cos.a S gin. ax dx, 


bat man, mit Zuziehung der Gleichungen (53) Nr. 159, 


-OX ca: _, «Sina aCosa 
Se Sin.a(1-+x) dx = A + res N 


daher geht die obige Gleichheit in folgende über: 


( da + [e-[5 eax dx ; 
a3-+a? 3 a? 
0 
und wenn ferner in den SIntegralausdrücen zur Linken vor Gleich⸗ 


heitszeichen a in «x und im Integralausdrude zur Rechten x in x—1 
umgefegt wird, erhält man endlich: 


fear Fa. (22) 
2 4-+z3 x 
0 1 


1+x° 











0 
Mit Hülfe diefer Gleichung find wir die in den @leichungen (a) 
und (b) vorkommende $unction dla) zu ermitteln im Stande. Sub⸗ 
ftituirt man nämlich die Ergebniffe diefer Gleichungen (a) und (b), 
wie auch das der Gleichung (17) Nr. 204, wenn dafelbfi a=1 an- 
genommen wird, in die fo eben aufgeftellte Gleichung (22), fo erhält 
man zur Beflimmung der Function bla) folgenden Zufammenhang: 
Ya) + yıla) = 0; 
und um aus diefer Gleichung die Befchaffenbeit der Function p zu 
entnehmen, machen wir folgende Annahme: 


y(a) = ce” f(o) , 
wo Ir) eine neue, ‚wie wir fogleich ſehen werden, leicht zu beftimmende 
Function von a bedeutet. Setzt man nämlich diefen Werth von 
(a) und den aus diefer Gleichung fich ergebenden Werth für Yı(a) 
in die vorangehende Gleichung, fo hat man: 


— — 
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() 0; | 
und da der Factor e””, befondere Werthe von « ausgenommen, nit. 
gleich Null angenommen werden kann, fo muß die unbefannte Jun. 
tion von a, nämlich fla) fo befchaffen fein, daß deren Differenziat 
quotient nad a, für alle Werthe von « in Null Übergebe, oe 


dag man: 
tı(c) =o0, 


babe, welche Gleichung, nach dem Fundamentalfaße der Differe: | 
zialrechnung Pr. 416, nur dann beftehen faun, wenn man 
fa) = A 

ſetzt, wo A eine von « unabhängige Conftante bedeutet. Man ba 
alfo: 

vo) = Ace”; 
diefee Werth von (lo) ift e8, den man in die obige Gleichung (a), 
wie deffen Differenzialquotient nach =, nämlich: 


vu) = — Ace” 
in die Gleichung (b) zu fegen bat, und ed erübriget ung, unfer be 
abfichtigtes Biel zu erreichen, nur noch darzutbun, daß dieſe von « 
unabhängige, conftante Größe A nur des Nullwerthes fähig fei. 
Segen wir zu diefem Behufe in die Gleichung (a) den eben gefun 
denen Werth für ı«a) ein, und ſehen zu, was aus derfelben mit, 


wenn man die Annahme «& = - macht, wo nm eine unendlich gro® 


werdende und pofitive Größe vorftellt. 

Ohne große Mühe gelangt man nach vollzogener Subftitution au 
folgende Grenzgleichung: 
0= Him:(e75 — e)i — A, 
aus der 

A Lim: en — 

log.n 
gezogen wird, wo dag Grenzzeichen auf das unendliche Zumehmen 
bon u Bezug bat; da aber der auf das Grenzzeichen folgende Aus 
deu, für die fo eben erwähnte Annahme der Größen, in ; über 
geht, fo bebandle man denfelben nach Differemialrechnung II, Rt: 
29, und alsdann erhält man: 











us .. ne 





' 
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w. 3. b. w. 
Es geben daher die Gleichungen (a) und (b) in folgende üher: 


f Sin.ax dx = 
(} 


1-+x? 





— = . „id 4 Sb 5. 
s(e )}a 3 123 * 51235 


— ler ge + ie 1 _ 


RICHT Wa, \,en 





2 % 
ler reg it de, om 


wo c diefelbe Bedeutung, als in den Nrn. 204 und 202 hat, 
205. Auch folgendes beftimmte Integrale: 


fe ? :) dx 


x 
1) 


ift durch convergente Reiben und durch Integralien, die in den vor» 
angebenden Nrn. ermittelt worden find, ausdrückbar. 
Es if 
ME I WM 
f e-(»’x+:) dx — f e{a2x +2) dx + f e-(e?#+}) dx 
x x ’ x 

0 0 | N 

läßt man in dem erften der Integralausdrüde zur Rechten x in 4 


und im zweiten dieſer Integralausdrüde x in - übergeben, fo geht 
jedes derfelben in: 
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über, daher bat man: 
” 1 ” a 
e(e2+2) 4 _ 2 [ .(w+:) dx , 
S ) 


in welcher @feichung a als pofitive, reelle Größe auffreten muß. 
Nun bat man: 
| 2. 0. 
2.36 x) _\x 
Ban rg ste 
daher geht die vorige Bleichung in folgende über: 


1 a 1 a2 1 a A 
= 2 eraXx — — u ı> —— 5 un GEED — — + . .oeo dx 3 
f (& 1 x? 1.2 x? 1.2.3 x? ) 
1 
ferner findet man: 











fm&=S w-!.8 _ _® fr& 
xs 3 2 1 1.2.3 x 
1 1 
3 5) 2 J ud 
x5 4 3 2. 1.2.3 1.2.3.4 
u. f. w. 


fonach geht die vorige Gieichung, nach Einführung dieſer Ergebniſſe, 
in folgende über: 
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. = 
— a? ad a6 a8 a: dx 
=? (« ara ms" Bren” +) 1} a 
v. 1 
/ 2 3 5 
a a a a 8 
— A, — — + A — 
43 12.23 0“ 42,23 As 42.22.39 ⸗ 12. 29. 30 
a6 a? 
20 kannt "opeR ‚ (25) 
e . a?n at 
u An 150,35 . + (n+1)2 + Ayan 12.22.37... (n+1)? 


in der man abkürzend folgende Gleichungen feftgeftelit bat; 


A=1+, 

A=1+1l, 

Keitgtrag 

Am niit „ d2ähb, w 
te 


1.2.3 1.2.3.4.5 1. 2. 3. 4.5 oe 0» (2n-1) 
A —,— 1 + — — + — EEE + De —— — — r 
* (n+22 (n-+2)?(n-+3)2 (0+2)?(n+3)?.. . (2n)?’ 


a 

und da, wie die legten zwei Gleichungen zeigen, beim unendlichen | 
Zunehmen von n für A. fomohl, als für Asntı die pofitive Ein« | 
‚beit ald Grenzwerth ſich herausſtellt, fo fließt fofort die Eonvergenz 

der mit dem Factor — = begabten unendlichen Reihe in Gleichung 


(25), und zwar für jeden endlichen, (Übrigens noch fo großen Werth 
von a. Diefe Bleichung, die nur für poſitive Werthe von a befteht, 
ftelt fomit den Werth des Integrals links vom Gleichheitsgeichen 


duch convergente Reihen und durch das in Nr. 204 ausgemittelte 
beftimmte Integrale dar. 
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Da das beftimmte Integrale zur Linken der Gleichung (25) kr 
Umſetzen von x in x”, für reelle Werthe von m, in folgendes über. 


nf ———— * , 
0 x 
{0 bat man auch: 
S er) dr 4 
x m 
0 0 
wodurch wir auch, mit Zuziehung der Gleichung (25), das befiimm 
Integrale Tints vom Gleichheitszeichen diefer Gleichung jedesmal p 
beftimmen in der Lage find. 
206. Bon dem in der ehten Nr. ausgemitteften beftinmten Js 
tegrale können wir die Werthe noch einiger, beflimmten Sntegralia 


abhängig machen. 
I. Es if: 


— 
oder auch: 

F S “ER Co. ax dx} ee dr 

= 5 j Ss —— de} Cos.ax dx ; 


nun bat man, nach Gleichung (62) Nr. 160, 


f e1+x?) de = —X 7 , 


0 


und nad) Gleichung (71) Nr. 162, 
© a2 
f ex? Cos.ax dx = VE. e 4030 
. & 


daher geht die vorgelegte Gleichung über in: 
“ fe + 2.) ” Cos.ax 
zyIr — . 
f e Ka z f — dx ; 
0 0 


. . 4 
vertaufcht man nun im befiimmten Integrale zur Linken « in z 
fo findet man: 
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oder auch, mit Buziehung der Gleichung (26) vorangehender Mr. 
" Cos.ax ax ’ ..@ 
| Vi+z “= J en) 


und da dag beltinmte Integrale zur Rechten in der vorangehenden 


Pr. beſtimmt wurde, fo iſt auch das Integrale zur Linken als be 
ſtimmt anzuſehen. 


II. Es iſt ferner: 


oder auch: 
—J—— f (0-3)? as 
ee, 

* 


ſetzt man im erſten der rechts vom Gleichheitszeichen vorkommenden 
beſtimmten Integralien, 


1 _ 
x 


fo erhält man für —0, z=&©, und für = z—0, ſonach 
auch: 





— 2 + Vı?+ta 1 2 
= — II dx = _ I— = ; 
x 2a und dx ( i + 7) da ; 
wird ferner im zweiten diefer beftimmten Sntegralien 
8x — 4 = zZ 
x 


gefetst, fo bat man für x—= 1, z =0 un für xz=0, 2—=0, 
va 
und da bier 
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x 2 + Var+la 


28 
angenommen werden muß, woraus: 


_i — 
dx = Er (i + 55) dz 
gezogen wird, fo geht die vorige Gleichung in folgende über: 


I} } 
1 
o x 0 


Yıa+z?’ 








aus der, nach gefchehener Umfeßung von 2 in 2xvVe, folgente o*— 
geleitet wird: 


“ “ 
f (a3x2+-1\ dx * ir? _dx 
e (- xt ;) — — 2e e ax ur 
* yi 
A x R -+xX 


und wenn überall a in 2 verwandelt wird, bat man auch: | 
“ _{r? Axd A “ _n? dx 
| IE ma)g=% Zr "ven: 


und endlich mit Zuziehung dev Gleichung (26) vorhergehender Kr: 





3 

fe 75 — =; a 

0 0 
diefe Gleichung, die für alle pofitiven Werthe von a beftebt, fiel 
auch das Integrale links von Gleichheitszeichen, ald abhängig we 
dem in der vorhergehenden Nr. ermittelten Sntegralausdrude da. 

Wir brechen nunmehr ab, beſtimmte Sntegralien, die von der li 
Nr. 204 eingeführten Größe c abhängen, aufzuführen und zu beifin 
men. — Um aud) keine der Eigenthbümlichkeiten der im vorliegende 
Daragraphen vorgetragenen Integrationsmethode unberührt zu laffen, 
legen wir ung noch, zum Befchluffe deffelben, in den folgenden Mrz 
ein beftinmtes Integrale vor, das durdy eine ohne Ende fortiaufenit, 
aber nur Außerfi langfam convergirende Reihe gegeben werden fann; 
die hieraus für numerifche Beftimmungen entfpringende Schwieriglei 
werden wir dadurch zu umgeben fuchen, daß wir dag vorgelegte Je 
tegrale in ein anderes, demfelben ganz ähnliches umformen werden, 
das, nach derfelben Reihe behandelt, dem vorhin erwähnten lebd 
fiande der langſamen Convergenz nicht mehr unterliegen, daher: 
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vermdðge des ſtatthabenden Zufammenhanges diefer beiden Sntegralien, 
auch das vorgelegte als leicht beftimmbar fich herausftellen foll. 


207. Das befiimmte Integrale, mit dem wir und num befchäftigen 
wollen, ift folgendes: 


wo h und « aller reellen und echtgebrochenen Zahlenwerthe von —1 
bis +4, mitbegriffen die beiden Grenzwerthe, fähig find. 

Da jedoch durchs Umfegen x in Sin.x das vorgelegte Integrale 
in folgendes: j 


f dx 
Yıi—o? Sin.x? 
8 


übergeht, wo 8 den numerifch Meinften Bogen bedeutet, deffen Sinus 
h ift, und diefes Ießtere Integrale nicht nur feiner einfachern Form 
wegen, fondern auch aus anderweitigen Gründen, die erſt im Der» 
folge diefes Werkes zur Sprache fommen werden, dem vorgelegten 
vorzuziehen iſt, fo befchränten wir ung, unfere Unterfuchungen über 
diefes letztere Integrale lediglich auszudehnen. 

Lö man den Bruch: 


VMi—u2 Sın.x? 
in eine, nach auffteigenden Potenzen von «* Sin.x? fortlaufende Reihe 
auf, multiplicivt dann gliedweife mit dx und: integrirt von x = 0 
bi x =: ß, fo ergiebt fidh: 


1.35. en et nk g 
Ver Se 2.46... f dun. x x 
0 


wo das Summenzeichen über die ganzen Bahlenwerthe von k = 1 
bis k = oo fidy erfiredt. 

Das Integrale zur Rechten findet man aus Gleichung (169) Ne. 
94, wenn dort x in Sin.x umgefeßt, a= 4 undb = -1 angenommen 


wird; und wenn, wie bereits an andern Orten gefchab, noch fol 
gende Gleichung: 


(- ’) — (1.1357 . . @n—4) 
n 2.4.6.8...  2n 
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feſtgeſtellt wird, fo erhält man folgende Integralbefiinmtsng: 


f dx 
gr ne ne Ge 
0 





k=o p=ki—1 ge ' 
— — (1? Sin.g’? Si 
Il) - Sa Re 
e 
in der man: \ 


(5)=: 
0 
zu feßen hat; oder auch, wenn die Summenzeichen weggelaffen un | 


die Summanden gefeht werden, folgende Integralbeftiimmung: | 


f dx 
Yı-o?Sın.z? | 
0 . 


BEI ai EC ae 














1.3 
Sin. 2 2.4 Sin 6 Sin. sn 5 


Dieſe Reihe, oder das beſtimmte Sntegrale | jur viaten haben wit 
am Schluſſe der vorangehenden Nr. im Auge gehabt; in den folgenden 
Ten. werden wir dieſes Integrale in ein anderes umſetzen lehren, 
in dem « und 8 durch zwei andere, reſpektive numerifch Fleiner 
Größen erfegt fein follen. | 


208. Sn der Integralvehnung II, Nr. 104, Gleichungen (1) 
und (II) find wir auf Miaende Gleichung: 


— = | Veen ra 5X | 


geführt werden, falls zwifchen x und z RK in Gleichung: 
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(1-+0) Sin.z 
1-+« Sin.z? 
oder folgende, mit derfelben gleichbedeutende: 
_. Cos.z Vi—a? Sin.z? 
nn 


Sin.z = 


feſtgeſtellt wird. 

Mit Berüdfichtigung diefes Ergebniffes und der in Nr. 144 an- 
geftellten Betrachtungen, namentlich der dort gemonnenen Gleichungen 
(F), find wir zur Aufftelung folgender Gleichung: 

A B 


dx 4 dx 
f yi—a? Sin.x? = 1+a f yı_b: Sin.x? 8 
0 0 
berechtiget, wenn zwifchen a und b die Relation: 
b= 2ya (U) 
1+a 


und zwifchen A und B eine der folgenden: 


_ (4-ra)Sin.A B— Cos.A Vi—a?Sin.A? 
Sin.B — 1-ra Sin. At ’ Cos. 4-+a Sin. A? (IM) 


feftgeftelt wird. 

Sehen wir nun zu in welchem Verhalten die Größen a ımd b, 
und in welchem die Größen A und B zu einander ftehen. 

Sehen wir a ald eine pofitive und von der Einheit verfchiedene 
Größe voraus, fo erfieht man aus der Bleichung (II) mit Beachtung 
des Lmftandes, dab (A—va) einen pofitiven_ Werth hat, daß die 
reelle und pofitive Größe b Meiner als die Einheit fein muß. 

Wird überdieß noch a — 1 vorausgefeht, fo wollen wir fogleich 
dartbun, daß man, vermöge derfelben Gleichung (II), auch noch 
ab haben wird. 

Es ift nämlich: 

b= vvV® und. a - at ; 
- TTa 
nun iſt, wenn man 1 hat, va>a und um fo mehr va}, 
daher bat man, nach den fo eben aufgeftellten Werthformen für 
a und b, die Ungleichheit a b. 

Die Gröften A und B betreffend, bemerken wir zuerft, daß man, 
bei der Annahme a ſei poſitiv und kleiner denn die Einheit, aus 
der zweiten der Gleichungen (III) ſofort die Realität von B erfieht. 
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Ferner wollen wir darthun, daß, für’ die Annahme A fei poite 
und — J, auch die Ungleichheit A —- B Gtatt haben muß. 
Man bat nämlich die Gleichung: 
’ . (4+a)Sin.A _Sin.A+sSin.A 
Sin.B = "1-+a Sin. A? 2 4a Sin.A2 ’ 
und die Gleichheit: 


Sin.a — (ia Sin.AP) Sio.A _ Sin.A+aSin.A? 
0 1+a Sin. A? — 4a Sin.A? 





nun ift: 
Sin. A = Sin. A und aSin.A > aSin.A3, 
daher hat man auch: 
Sin. A < Sin.B, 
und da die Öleichungen (III) für pofitive Werthe von A, aud m 
fitive Werthe der Größe B anweifen, fo folgt aus der letzten U 
gleichheit, dad man auch A— B haben muß. 

Gerner erfiebt man aus denfelben zwei Gleichungen (III), de Ye 
felben für pofitive Werthe von A, die Eleiner als F find, der Grit 
Sin.B fowohl, als audy der Cos.B pofitive Werthe anweifen, Ni 
die pofitive Größe B ebenfalls Kleiner als Z fein wird. 

Endlich geben diefe Gleichungen (III) für die Annahme A=}, 
ah B=#. | 

An die Stelle der obigen Gleichungen (II) und (III), die b m 
B durdy a und A ausgedrücdt angeben, wollen wir, wie ed uk 
Zwed erfordert, umgekehrt: die Gleichungen herftellen, welde it 
Größen a und A durch b und B ausdrüden. Um jedoch bei diem 
 Gefchäfte ſolche Aufldfungen, die mit den eben gewonnenen Ergk 
niffen nicht vereinbar wären, zu vermeiden, ſchlagen wir folgen 
Meg ein. ‚ 

Aus der Gleichung (II) findet man : 


+5 EV dt VAR, 
4-r+a i-+a 


alſo | 
ib _ (=) . 
4+b — \i+ya) 
und da nad) dem Vorangeſchickten b— 4 ift, fo fiihrt die lat 
Bleihung auf folgende: 
| ı-yi _ Vib 
.  devVa yırb _ 
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und hierans: 
vi = Yıi-+b — Yi—b 
Yı=+b + Yı-b ’ 


a 4 — yi-b! yi-b? 3 
4 + VYı-b’ 
und wenn, zur leichteren numerifchen Beftimmung von a, 
b= Sin.u (&) 
angenommen wird, fo findet man: 


va= Tang}, (9 


oder endlich: 


oder auch £ 
bya = 2(Sin.%# . (3°) 

Beftimmt man alfo aus der Gleichung (II), bei irgend einer An» 
nahme von b, den Werth von a, fo ergiebt fih a — b; oder be 
ftimmt man aus Bleihung (a) den Wertb von u, fo bietet eine der 
Gleichungen (2) und (6) für a einen Werth dar, der Feiner als 
b ift. 

Um A durch B ausgedrüdt zu erhalten, multipliciren wir die 
Ausdrüde links und rechts vom @leichheitszeichen der erften unter 
den Gleichungen (III) mit den analogen Zheilen der Gleichung (II); 
al8 Ergebnig diefer Verrichtung erhält man die Gleichung : 

b Sin.B — 2Y®. Sin.A . 
1-ra Sin. A? 
vergleicht man diefe Gleichung mit der Gleichung (IT), die den Zu⸗ 
fammenhang zwiſchen b und a anzeigt, fo gelangt man zur Weber- 
jeugung, daß die Größen bSin.B und aSin.A? in gleicher Beziehung 
zu einander fiehen, ald die Größen b und a, daher hat man auch: 


a Sin.as — 1 — Vi—bP Sin.B? 


I 
4 + Yi1-—b?Sın.B? ’ un 
oder wenn man: 
bSin.B = Siny (04) 
feßt, fo findet man auch entweder: 
vaSın A = Tang. 2! ‚ & 
oder: j 
byäSin.A Sin.B = Sin. 5) N ) 
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Wenn nad Gleichung (II), bei irgend einer Annahme übe 


B, der Werth von A gefucht wird, fo findet man nad) dem dx: . 
angefchichten AB; oder fucht man aus der Gleichung (a) da ' 


Werth von u,, fo bietet eine der Gleichungen (3,) oder (6,) tn 
Werth von A ebenfalls Feiner ald den von B dar. 


Für den Fall B=7 bietet die Gleichung (II,) folgendes Refultet: | 


aSin.A3 — 1 — Vı-b 
1+ Yı-b? 
dar; allein bedenkt man die obige Bleichung (II), fo ergiebt fid 
Siın.A=1,0dt A=}7, 
welches mit dem obigen Ergebniffe in Webereinftimmung ift. 


209. Wir wenden uns unferem Shauptgegenftande wieder zu, und 
wollen nun zeigen, wie das in ‘der vorangehenden Nr. Mitgetbeilt 
zu benügen fei, um dag ne Integrale: 


— yı — Sin.x? 


durch eine etwas fchneller nvergirende Reihe zu ermitteln, als un 
mittelbar durch die Gleichung (29) Nr. 207. 
Man bilde ſich die Reihe von Größen: 


Oo, a, 03, O4,» . . . On 


dergeftalt, daß jede folgende aus der unmittelbar vorangehenden 
auf ein und diefelbe, und zwar auf folgende Weife entfpringe. 
Wenn «,_, und a, zwei unmittelbar auf einander folgende Glieder 
diefer Größenreihe vorſtellen, ſo fei: 
1 - Nil. 
i + Vi-ol_, ’ 
fett man in diefe Recurfionsgleichung, ftatt k, nad) und nach die ganjen 
Zahlenwerthe 2, 3, 4, ... n, fo wird man ag, a, @s, « » + &, Mi 
maßen beftimmt erhalten, daß, bei der Annahme «ı — 4, folgen! 
Ungleichbeiten fi ergeben werden: 


= (a) 


u>e>asa>a...>20; 
oder, noch paffender für die numerifche Beftimmung, man fege: 
oa = Sin. , (b)) 


und beflimme @s aus einer der folgenden zwei Bleichangen: 
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va = Tangsyı , ayas = 2(Sin.4wı)? ; (cı) 
hierauf feße man: 
ag = Sing, (b3) 
und beftimme «as nach einer der zwei folgenden Gleichungen: 
vo = —— Tang-Ays ‚ agyas = = 2 (Sin.Jıye)? ; (c⸗) 
man fahre in dieſer Weiſe fort, und ſetze endlich: 
æ Sin. (B) 


fo wird man a, aus einer der ‚mei folgenden Bleichungen zu be- 
flimmen haben: 


ve, = Tune: 3V,-1, %1V0, = 2(Sin. Wu (C) 
Iſt nun 3, alsdann hat man: 


f —* _ 
Vi-ao} Sin 
0 


7 


d 
= (1-+0o) (itos) (Ita)... (1-+0,) f —— (D) 
o 


für den vorliegenden Fall giebt aber die Gleichung (29) Nr. 207: 


* . 
" dx — Pe —1\? 
Seele ar: w 
0 


und da man «, beliebig Bein machen kann, fo leuchtet ſofort die 
ſchnelle Convergenz der Reihe rechter Hand vom Gleichheitszeichen 
ein. 

Die Größe «, in dieſer Gleichung kann ſogar dermaßen klein ge 
macht werden, daß man für einen gewiflen zu erzwedenden Genauig- 
keitsgrad einfach die De: 


x 
f y 1—a} Sin.x? — 
annehmen darf, wodurch das ganze Geſchäft der Integration auf 
die bloße Beſtimmung der Größen as, as, &s, - - ſich reducirt. 


Hat man aber Aı — #, dann beſtimme man noch folgende Reihe 
bon Größen: 


oO Sin.ßı, 089 Sin.ßs, a3 Sin.ß3, 0.0, Sin.ß, ‚ 
mittelft der Recurfionsgleichung : 
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1 — Vi—al_, Sin.ß}_, 


ı + Vi—a_, Sin.g}_, ” 


a, Sin.ß} = (AN) 
d. b. man feße in diefe Gleichung für k nach und nach die Zahlen 
wertbe 2,3, &, . ..n, fo wird man, unter der Annahme u <—1 
und nach vollbrachter Befimmung der Größen as, as, » - . @,, 
die Größen As, As, Bar » - » Bu dergeftalt beſtimmt erhalten, daß 
folgende Ungleichheiten befteben werden: 
A>ph>Ppı.-.:->B; 
oder, tauglicher für die numerifche Beſtimmung, man fege: 
a Sin.dı = Sin.gı , (b‘) 
und beftimme aus einer der zwei folgenden Gleichungen: 
vos Sin.de = Tang.jyı, aıyYasSin.ßı Sin.ßs = 2(Sin.4gp)? (c,) 
den Werth von As; hierauf fee man: 
as Sin.dg = Sin.gs , (b,) 
und beftimme aus einer der zwei folgenden Gleichungen: 
va: Sin.ßs = Tang.}ps , asy.o,Sin.fs Sin.ßs = 2(Sin.}ps)? (e, 
den Werth von & u. f. f.; endlich feße man: 
@,_, Sin.ß,_, = Sin.Q,1 0 (B9 
und nehme eine der zwei folgenden Gleichungen: 
vo, Sin.ß, = Tang.4y, ı , & ıV er, Sin.ß, , Sin.d, =XSin.4p, (C) 
zu Hülfe, um den Werth von 4, zu erhalten. 
Denken wir und diefe Größen as, a3, » - + @n, Bsr Bar = « Ba 
beftimmt , fo bat man: 


x 
f Vi-a? Sin.x? = 


= (1-+as) (1+03) (Ita) .» » . (i+a,) 1 — , D9 
und es erübriget nur noch die Berechnung des beſtimmten Inte⸗ 
grals zur Rechten vom Gleichheitszeichen, die, da man Au — Pı 
und x. — «ur bat, nach Gleichung (29) Nr. 207 jedesmal leicht der 
werkſtelliget werden kann. 

Den Gall, wo a, dermaßen Klein ift, daß man: 
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6. 
dx 
f Y1-a: Sin.x? = J «= P, 


feßen darf, wo demnach die fo eben citivte Gleichung (29) ganz Über» 
gangen werden Tann, werden wie, nachdem in der folgenden Nr. 
ein numerifches Beifpiel nach dem bis jegt Mitgetbeilten behandelt 
fein wird, einer befonderen Unterfuchung unterzieden. 


210. Es fei das beffimmte Integrale: 


5 
dx 
J Yi—+Sin.x? 


zur numerifchen Beftimmung vorgelegt. Wenn die numerifche Ex» 
mittelung dieſes Integrals nur mit einer, bis auf die fiebente Des 
eimale ſich erfireddenden Genauigkeit nach der Gleichung (29) Nr. 207 
zu vollziehen wäre, fo dürfte erft bei jenen Gliedern diefer Gleichung 
die Rechnung abgebrochen werden, die höhere Potenzen ald «'* ent- 
halten; nimmt man hingegen nur eine einzige Transformation, 
wie in der vorangehenden Pr. gezeigt wurde, vor, fo kann man die 
Rechnung bie und mit dem Bliede «* fchließen. 

In der That, ſetzt man: 

mr, du mrınmd A, 
fo giebt die Gleichung (A) der vorangehenden Nr., wenn dafelbft 
k = 2 angenommen wird, 
0 = 7-43 = 0,0717968 , 

und die Gleichung (A’) derfelden Nr. giebt: 


alſo: 

B642 = 12058 51,4 = 0,238783027 ; 
die Gleichung (D’) am gleichen Orte geht alddann, bei der Annahme 
n=2, über in: 


7 
dx dx 
f — = (i+0n) f — —, 
vi—4 Sin.x? 0 Yı—as? Sin.x? 
0 


wo az und A; die eben beftimmten Werthe haben. 
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Wird nun das beftimmte Integrale zur Rechten nach leid; 
(29) Nr. 207 gerechnet, und zwar bis und mit dem GBliede as‘, ': 
ergiebt fih, mit Zuziehung einer fiebenftelligen Zogaritymentafel, 


er dx 
— — — 1,00139244 .0,23878302 
f Yi-—as? Sin.x? j ‚238 * 
0 
— 0,000646795 Sın. 850 57' 42,5 , 


oder endlich: - 
2 
f en = 0,7504835 , 
) 
daher hat man, vermöge der obigen Gleichung, 
f " — —— 4,0717968. 0,7504835 , 
Ä Yi—4 Sin.x? 


oder: 
x 
J 


dx 
J Yi—4 Sin.x? 


Legendre, der den Werth diefes Integrals auf 10 Decimalficker 
beftimmt bat, giebt den Werth desfelben durch folgenden Decimal: 
bruch an: 


— 0,8043657 . 


0,8043661012 ; 

der don uns angegebene Werth weicht fonach von diefem nur um 
vier Einheiten in der fiebenten Decimalftelle ab, weldyer Unterſchied 
jedoch lediglich in der fiebenftelligen Logarithmentafel feinen Grund 
bat. Nähme man mit dem beftimmten Integrale, das von x — 0 
bis x = ß, ſich erſtreckt, eine ähnliche Umformung, wie mit dem 
vorgelegten vor, alsdann dürfte man in der Gleichung (29) die 
Rechnung bis und mit dem Gliede «* abbrechen, um nody immer 
ein, bis auf die fiebente Decimale genaues Refultat zu gewärtigen. 

Wir übergehen jedoch diefe zweite Krangformation, da wir in der 
nächften Mr. zeigen werden, wie man einfach mit Hülfe der in der 
vorangehenden Nr. mitgetheilten fucceffiven Transformation, ohne 
Zugiehung der oft citirten Gleichung (29) das beftimmte Integrale; 
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pı A | 
S V1-a,? Sin.x? ’ 
0 
wo A ==7 und «a — 1 ift, mit jeder vorlangten Genauigkeit be 
flimmen Eann. | 
2441. Mit Zugiehung der Recurfionsgleichungen (A) und (A’) 
Mr. 209 wollen wir zuerft- Srenzwerthe für die Größen &, und &,, 
unter der Annahme des beftändigen Zunehmens von k, fuchen. 
Daß die Größen: 
0, Qg, 03, a, ou 00% 5 
mit dem Bunehmen der GStellenzeiger Meiner und kleiner werden, 
ift bereits oben Nr. 208 feftgeftellt worden; allein daß man auch 
Lim: o, = 0 
habe, wo das Grenzzeichen auf das unendliche Wachfen von k Bezug 
‘hat, wird aus dem Folgenden bernorgehen. 
Nach der oben citirten Gleichung (A) hat man: 
weil Ma, 
er Na 
aus der man auch folgende ziehen kann: 
ar 
en +1,” 
die folgende zwei LUngleichheiten hervorruft: 
a ad_,, und a, > tal_,; 
feßt man in diefe Ungleichheiten ftatt k nach und nach die Zahlen: 
wertbe 2, 3, &, » . », fo gelangt man am Ende auf folgende Un- 


gleichheiten: 
1 
..— nr > 7A a; D 


berädfichtiget man nun, daß a — 4 fei, fo fließt fofort die Rich⸗ 
tigkeit der obigen, a, betreffenden Grenzgleichung. 
Die Größen: 
61, Ps, ß3» ... Pk 
betreffend, wiſſen wir zwar, daß dieſelben, falls A — F iſt, mit 
dem Zunehmen des Stellenzeigerd k beftändig abnehmen; allein es 
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trifft hier der für den vorliegenden Zweck böchft günftige Umfe | 
ein, daß diefelben nicht ohne Ende abnehmen, fondern für je 
endlichen Werth von 64 gegen einen endlichen zwifchen O und 7 ie 
genden Grenzwerth convergiven, oder es befteht die Grenzgleichun: 
Lm: 6 =0 
wo © diefen zwifchen Null und 3 enthaltenen Grenzwerth vorkek: 
Die Richtigkeit diefer Behauptung thun wir auf folgendem Ye 
dar. 
Aus der Gleichung (A) Ne. 209 kann man folgende ableiten: 
s a?_, Sin.P2_, 
a | 
A Via 
aus der Gleichung (A) derfelben citirten Nr., oder unmittelbar ax 
der Gleichung (II) Ne. 208 findet man: 
— 


—— 


—Aacqc. 
dr 





daher geht die vorige Gleichung, nach geſchehener Subſtitution m 
Ausziehung der zweiten Wurzel, in folgende über: 
2 Sin.d,_, N 
Arm 1+ Vi-az Sing, 
aus der fofort folgende Ungleichheit: 
Sinn, > nen 4 ger Sin, > ofen 


i+a, 2 it, 


gewonnen wird; fest man in diefelbe ftatt k nad) und nad) die Zahl 
merthe 2, 3, &, ..., fo gelangt man, nach gehöriger Berbindsy 
deu fo. gewonnenen. Ungleichheiten, auf folgende: 


Sin.fı 
> rer en 9 


Sin.d, = 





Sin.ß, 


Von diefer Ungleichheit gehen wir nun aus, die Richtigkeit unſern 
vorigen Behauptung, betreffend den Grenzwerth von 8, , falldk oh 
Ende zunimmt, darzutbun. 

Saffen wir zunächſt die Factorenfolge im Nenner des Brote 
vechtd vom Ungleichheitszeichen ind Auge, und bezeichnen dielelk 
abfürzend durch ZZ,, wodurch die obige Ungleichheit folgendermaft 
geftelt werden kann: 





.-— 02 eu 


— [m 
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Sin., Sup , (II) 
1 
fo werden wir zuerſt darthun, daß der Werth der Größe IZ,, die 
durch folgende Gleichung: 
I, = (1+0g) (1-03) (i+04) . - - (i+a,) 

gegeben ift, beim unendlichen Zunehmen von k gegen eine endliche 
Größe convergire. 

Zu diefem Zwede nehme man von beiden Theilen dieſer Glei- 
chung die natürlichen Logarithmen, fo ergiebt fich: 
log.ı, = log.(1-r0s) + log.(1-t03) + log.(4-ras) -+ . » + log.(Itm) ; 
und da die Größen as, as, as, « - - a, fämmtlich Eleiner als die 
Einheit find, fo bat man auch: 


log. 7, = A, — 4JAs + 4A; — 4A, +. ug (a) 
wo abkürzend 
A , ra, ra, tra, t+...#0 , 


A=02? ro ma roit+...+a, 
A=ol ro zo to! r...Ha), 


geſetzt wurde; und nunmehr wollen wir darthun ‚ daß bie ohne 
Ende fortlaufende Reihe zur Rechten vom Gleichheitszeichen in der 
Gleichung (a) gegen einen von Null verſchiedenen und endlichen 
Werth convergire, woraus dann log. /7,, ſomit auch ZZ, als endliche 
Größe fich herausſtellen wird. 

Da die Größen a;, a3, a, + - . a eine der Größe nach fallende 
Gliederreihe bilden, und da ferner jede diefer Größen pofitiv und 
feiner als die Einheit ift, fo folgern wir fofort, daß die Größen 
A,, Aa, A;, A,, ... fämmlich pofttiv find und ebenfalls eine 


. abnehmende Gliederreihe bilden, nämlich, man hat: 


AL >> h,,::: 

Diefes zugegeben erhält man, mit Beachtung, dag 77, — 1, alfo 
log. IZ, eine pofitive Größe ift, aus der Gleichung (a) folgende zwei 
Ungleichheiten: 

lg.m — A und log. M Ai — A2, 
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oder auch, was namentlich die zweite diefer Ungleichheiten betrift, 
wenn man die Ungleichheit A, — A, bedenkt, um fo mehr: 

log. 7, — Aı uud log. 442; 

feßt man aber in die erfte der Ungleichheiten in (I) ftatt k nad) un 

nach die ganzen Zahlenwerthe 2, 3, 4, . . . k, fo findet man, 

nach vollzogener Summation derfelben, mit Beachtung, daß k ein 

"unendlich großmwerdende Zahl porftellt, die Ungleichheit: 


Au<; Zar! 


daher geht die erfte der zwei vorangehenden Ungleichheiten auch m 
folgende: 





4 

oe? 
— 3 
i—a? 





log. 17, 


über; ferner Tann man aus der zweiten der Ungleichbeiten in (T) 
audy folgende: 


sk 
oz > * a; 


folgern, und wenn mit diefer , wie oben angezeigt wurde, verfahren 
wird, erhält man: 

6 . 
| 4 As 25 —— ' 
daher bat man auch: 

8 
hop. > 55 Kerr 

die Größe u, die allerdings Meiner als die Einheit vorausgeſett 
wurde, ift aber auch größer als Null oder diefelbe ift ald eine endlich 
Größe fegeftellt worden: fomit zeigen die beiden zuletzt gefundene 
Grenzwertbe für log.ZIZ,, die beide endlich find, daß auch ZZ, ein 
endlichen Werth bat, w. 3. 3. m. 

Nachdem nun erwiefen wurde, daß ZZ, einen endlichen Werth ha, 
fo folgt fofort aus der Ungleichheit (II), da auch A, einen endlihe 
Werth bat, daß der Grenzwertb von Sin.d,, fomit audy der von 2, 
beim unendlichen Wachſen von k, unter eine endlihe Größe mid 
herunter gebracht werden Tann, oder ed nähert ſich in der Rah 
der abnehmenden Größen: 

Bı, Bar Ps, Bar» Kr 
das dem größten Stellenzeiger entfprechende Glied einer endliche 
Größe, die wir oben durch &, dargeftellt haben, w. 3. b. w. 


ı 
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Alles diefed vorausgeſetzt, find wir nunmehr in der Tage den Wertb 
des beftimmten Integrale: 


Kon v 1—a? — x3 ’ 


obne Zuziehung der Steichang (29) Ne. 207, mit jeder verlangten 
Schärfe, auf folgendem Wege zu beftimmen. 

Man beftimme mittelft der Recurfionsgleichung (A) oder mittelft 
der Gleichungen (b,), (c1), (bs), (es), ... (B), (C) Pte. 209 die 
Größen: 

a3, 43, üy ++ , 
unter denen die letzte a, jenen Grad von Kleinheit bat, da, werm auch 
1 gleich Null angenommen wird, der hierdurch begangene Fehler auf. 
den beabfichtigten Genauigfeitsgrad, mit dem das beftimmte Inte 
grale ermittelt werden fol, feinen weitern Einfluß ausübe; ferner 
beftimme man die Größen 62, As, Bi, » . . entweder mittelft der 
Reeurfionsgleihung (A’), oder mit Hülfe der Gleichungen (b5), (e,), 
(b,), (e,), ... (B'), (C’) derfelben citirten Nr., und breche die 
Rechnung mit dem Bliede 9, ab, fo erhält man, vermöge der Blei- 
“hung (D’) derfelben Nr., mit Beachtung, daß man: 


Ba 
dx 
f Yi—o2 Sin.x? * f = p, 
0 0 
feßen darf, die Endgleichung: 


x 
f Vier Sn = (Its) (1-+05) Ar-u) - . . Ara) P, (31) 
0 i 


und wenn Aı =% ift, dann bat man au &,=%, und es ift: 
R 


S Via Sin.x? = (+0) Ara) Ira)... Ara )E; (32) 


je Heiner a, ift, mit defto mehr Genauigkeit ftellen diefe Gleichungen 
die Integralien zur Linken der Gfeichheitszeichen dar. 

212. Zum Befchluffe dieſes Gegenftandes mollen wir noch fol- 
gendes Integrale: 
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S Yı-(2,) Sin.x? ’ 


nach der vorhergehenden Nr. beftimmen. 

Die bier gebrauchten Gleichungen enhehnen wir fämmtlich aus 
Nr. 209. 

Da bier a = 75 ift, fo giebt die Gleichung (bu): 

Vi = 640 9 29° , 
und die erfte der Gleichungen (cı): 
ı Log.ag = 0,7971212 — ı und ms = 0,3928642 ; 
die Gleichung (be) giebt: 
We = 230 77 58,2” , 
und die erfte der Gleichungen (cs): 
3T,og.aa = 0,3110355 — 1 und * = 0,0118856 ; 
rent ı man ferner in die Gleichung (B) n—=A&, fo bat man: 
a3 == 2 241 2,06 , 
daber giebt die erfte der Gleichungen (C), wenn in derfelben n =4 
angenommen wird, 
4Log.a;, = 0,3212257 — 2 und a, —= 0,0004390 ; 
wird in den ©leichungen (B) und (C) n = 5 angenommen, fo er: 
giebt fih für a; eine Meine Zahl der Art, dab, wenn das zu er: 
mittelnde beftimmte Sntegrale nur bis und mit der fiebenten Deci⸗ 
malftelle angegeben werden fol, diefelbe ganz unbeachtet gelaffen oder 
gleich Null gefekt werden darf: ed erübriget und daher mar nd 
die Beftimmung der Größen 42, Bs, B.. 
Da bier A = 5 if, oder da 4 die Länge eines mit dem Halb 
mefler Eins befchriebenen Kreisbogens vorftellt, deſſen entſprechender 
Mittelpunktswintel gleich 56° 45’ 146,75” ift, fo kann man auch: 
Br = 569 15° 16,75 

feßen, und die Gleichung (65) giebt: 

| Gı = 480 48° 43,6" , 
folglich die erfte der Gleichungen (c'): 
Log. Sin.dg — 9,8596931 und 43 — 469 22° 45,9" ; 

die Gleichung (b,) giebt: 
q2 == 160 3:'23,6° , 

daher bietet die erfte der Gleichungen (e,) folgende Beſtimmungen dar: 
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Log. Sin. a3 = 9,85093 11 und 43 = 450 11’ 30,5'' ; 
wenn in der Gleichung (B’) mn = 4 angenommen wird, bat man: 
13 = 10 42° 10,39 , 
und wenn die gleiche Annahme über n in der erften der Gleichungen 
(C’) getroffen wird, hat man: 
Ä Log. Sin.8, = 9,8508392 und 4. = 45°, 10° 45,2” , 
oder wenn man A, durd) den diefem Winkel entfprechenden Bogen 
ausdrüdt, bat man auch: 
A. = 0,2509957 7 ; 
und die Bleichung (34) der vorangebenden Ne. auf den vorliegenden 
Gall angewandt, giebt: 


700 
f dx — 
vi⸗ —A— 
0 
= 1,3928642 . 1,0418856 . 1,0004390 . 0,2509957 . = , 


oder mit Zuziehung einer fiebenftelligen Logarithmentafel: 


100 ix 


Vi Sa. — 1,1449303 . 
0 | 


6. II. 


Integration durch ohne Ende fortlaufende Factorenfolgen. 


213. Wir haben bereits in den letzten zwei Nrn. des voran⸗ 
gehenden Paragraphen, wie aus den Gleichungen (31) und (32) da⸗ 
ſelbſt entnommen werden kann, eine Integration durch eine unendliche 
Factorenfolge ausgeführt; einzig aus dem Brunde, den Zufammen- 
bang des in den letzten ſechs Men. behandelten Gegenftandes nicht 
zu unterbrechen, haben wir e8 vorgezogen diefe zwei citirten Glei⸗ 
chungen noch dem vordngehenden Paragraphen beizugeben. 

Die Zahl der Fälle, in denen durch unendliche Factorenfolgen In⸗ 
tegrationen vollzogen werden, ift, verglichen mit der durch unendliche 
Reihen , äußerft gering ; auch giebt ed noch fein allgemeines Verfahren 
ſolche Faetorenfolgen jedesmal berzuftellen: wir unterlaffen daher, zu⸗ 
mal wir und nur mit einem einzigen, zwar Mancherlei umfaffenden 
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dx 
— Vı-(2,)? Sin.x? ’ 


nach der vorhergehenden Nr. beftimmen. 
Die bier gebrauchten Bleichungen entlehnen wir fänmtlidy aus 
Nr. 209. 
Da bier u = 75 ift, fo giebt die Gleichung (bs): 
Vi = 640 929° , 
und die erfte der Gleichungen (c,): 
ı Log.ag = 0,7971212 — 1 und os — 0,3928642 ; 
die Gleichung (b;) giebt: 
Ya — 230 7’ 58,2 , 
und die erſte dev Gleichungen (cs): 
+l,og.ag = 0,3110325 — 1 und «as = 0,0118856 ; 
feßt man ferner in die Gleichung (B) n — A, fo hat man: 
- aba = 20 24° 2,06 , 
daher giebt die erfte der Bleichungen (C), wenn in derfelben n = 4 
angenommen wird, 
$Log.x, = 0,3212257 — 2 und &, = 0,0004390 ; 
wird in den Gleichungen (B) und (C) n=5 angenommen, fo er 
giebt fich für «&; eine kleine Zahl der Art, dab, wenn das zu ew 
mittelnde beftimmte Sntegrale nur bis und mit der fiebenten Der 
malftelle angegeben werden fol, diefelbe ganz unbeachtet gelaffen oder 
gleich Null geſetzt werden darf: es erübriget uns daher nur nod 
die Beftimmung der Größen As, 63, A 
Da hier AL = Ar ift, oder da 4. die Länge eines mit dem Halb 
meffer Eins befchriebenen Kreisbogens vorftellt, deffen entfprechender 
Mittelpunktswinkel gleich 56° 45’ 46,75” ift, fo kann man audy: 
Bı = 56% 15° 16,75 
fegen, und die Gleichung (b,) giebt: 
Gr = 480 48! 43,6% , 
folglich die erfte der Gleichungen (c): 
Log. Sin.dg = 9,8596931 und Ag = 469 22° 45,9” ; 
die Gleichung (b,) giebt; 
g2 = 41603123,6° , 
daher bietet die erfte der Gleichungen (e,) folgende Beftimmungen dar: 
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Log. Sin.ßs = 9,8509311 und As — 45% 11' 30,5 ; 

wenn in der Gleichung (B’) u = 4 angenommen wird, bat man: 
g3 = 19 42° 10,39 , 

und werin die gleiche Annahme über n in der erften der Gleichungen 
(C’) getroffen wird, hat man: 

Log. Sin. 4 = 9,8508392 und 8, = 450,10 45,2 , 
oder wenn man 8, durdy den diefem Winkel entfprechenden Bogen 
ausdrüdt, bat man auch: | 

ßs = 0,2509957 7 ; 

und die Gleichung (34) der vorangebenden Nr. auf den vorliegenden 
Fall angewandt, giebt: 


ro dx _ 
J VI - ( Sin. xꝰ — 
0 
= 1,3928642 . 1,0418856 . 1,0004390 . 0,2509957 ., 
oder mit Zugiehung einer flebenftelligen Logarithmentafel: 


PIE 
do _ 
A 7 


6. II. 


Integration durch ohne Ende fortlaufende Factorenfolgen. 


243. Wir haben bereits in den legten zwei Nrn. des voran⸗ 
gebenden Paragraphen, wie aus den Gleichungen (31) und (32); da» 
felbft entnommen werden kann, eine Integration durch eine unendliche 
Factorenfolge ausgeführt; einzig aus dem Brunde, den Zufammen- 
hang des in den letzten ſechs Nrn. behandelten Gegenftandes nicht 
zu unterbrechen, haben wir e8 vorgezogen dieſe zwei citirten Glei⸗ 
chungen noch dem vorangehenden Paragraphen beizugeben. 

Die Zahl der Fälle, in denen durch unendliche Factorenfolgen In⸗ 
tegrationen vollzogen werden, ift, verglichen mit der durch unendliche 
Reihen, Außerft gering ; auch giebt es noch fein allgemeines Verfahren 
foldye Factorenfolgen jedesmal berzuftelen: wir unterlaffen daher, zu⸗ 
mal wir und nur mit einem einzigen, zwar Mancherlei umfaflenden 
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Fall befchäftigen werden, allgemeine Kennzeichen über Convergm 
und Divergenz von ohne Ende fortlaufenden Factorenfolgen auf 
fielen, und werden uns im DBerfolge lediglich mit der Begrüntum 
der Convergenz der gewonnenen Factorenfolgen befaflen. 


214. Es fei das beſtimmte Integrale: 
f x- uox)t.dx, 
0 


wo a eine pofitive, reelle, und k eine pofitive und ganze Zahl wer: 
ſtellt, durch eine Factorenfolge auszudräden. 
Nach Gleichung (63), Sntegralvechnung II, Pr. 56 Hat man: 
f x-(1- da (1-2) + k f iu)" ide, 
a-+-k a+k 


und da a ſowohl ald k pofitive Werthe haben, fo folgert man as 
diefer Gleichung die folgende: 








1 1 
f iu) dx ⸗ —— f I ux)t ide; 
a-rk 
v 0 


läßt man hier die ganze und pofitive Zahl k nad) und nach in k-1, 
k—2, k—3,... 2, 4 übergeben, und nimmt dann das Produd 
fämmtlicher gewonnenen Gleichungen, fo echält man: 

1 1 


a—1l,ı_ k — k (k—1) (k—2) Pa 2.1 a1 dx 
f x (do) de = (a+k)(a+k-1Xa+k-2). .(a+ 2)Xa+1) * 
0 0 


aus der die folgende gezogen wird: 
1 


f gı-1 ((—x)* dx = 1, 1.23.2220 00. k 


a (a+1)(a-+-2)(a+3) .. . (ak) j 
0 


Von diefer Gleichung gehen wir nun aus, den Werth eines be 


fimmten Integrald durch eine ohne Ende fortlaufende Zuctorenfolg 
auszudrücken. 


Geht in dieſer Gleichung x in z über ‚fo bat man: 


k 
f x (1 _ 2) ı—! 1.23 ....... k. x 
— k a (a+1) (a+2)(a+3)... (a+k) 
wird nun die ganze und pofitive Zahl k in den .Zuftand des unend 
lichen Zunehmens verfeßt, und wird hierbei die Grenzgleichung: 
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un: (1-3) = 0 


berüdfichtiget, wo das Grenzzeichen auf das unendliche Zunehmen 
von k bezogen ift, "fo kann man die legte Gleichung folgendermaßen 
ftellen: 


al or 4 — 1.2.3 o 90 — 60 — 0 0 E k 1 k 
f x ee dk«= a(ari)(at2).. . (at+k—1) k+a ’ 
0 


wo k fowohl als a pofitiv find, erftere einen unendlich großwerdenden 
und leßtere irgend einen endlichen Zahlenwerth vorftellend; und da der 
Grenzwerth des Quotienten: | 
k 
k+ra 
beim unendlichen Zunehmen von k, die pofitive Einheit iſt, fo hat 
man audy: 


M a _ 1.2.3....:2k.k! 
f ET ar)... (rk ’ 
0 


’ 


welche Gleichung den Werth des Integrals zur Linken durch die ohne 
Ende fortlaufende Factorenfolge zur Rechten darftellt. 
Stellt man nun den Ausdrud vechts vom Gleichheitszeichen durch 
IXa) vor, fo daß 
S “a1 — IXa) (I) 
gefeht wird, wo man: 
0% Te k.k'-1 
7 = a(a-+1)(a+2).. . (a+k—i) (m) 
bat, fo werden wir, bevor wir weiter geben, in der nächft folgenden 
Nr. darthun, daß diefe Größe IYa) unter der Annahme eines pofl- 
tiven und endlichen Werthes für a, ald Function von a ınach Ein» 
leituig Nr. 6) ſich herausftellt; oder die unendliche Factoren- 
folge, die wir durch ZXa) daraeftellt haben, convergirt 
um fo mehr gegen einen endlihen, von der poſitiven 
Größe a abhängigen Werth, je größer die ganze und 
pofitive Zahl k gedacht wird. 


215. Die Gleichung (IT) der vorangehenden Nr. kann man auch 
auf folgende Form bringen : 
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4° 2’ 3° k’ 
a glarg) Pad) Kar 
oder auch auf: 

g’ 3° k® 
11041) Zi)  — dK-Ntark-ı) 
werden beiderfeitd die natürlichen Logaritbmen genommen, fo bi 
man: 


alla) — 


k=e 
(k+1)" 
| lage (k-+a) ’ 


wo. dad Summenzeichen auf alle ganzen Zuhlenwerthe von k —+ | 
bis k=+ 00 ſich erfiredt. Don diefer, zur Rechten vom Gleich 
beitdzeichen vorkommenden unendlichen Reihe, wollen wir nun dar 
tbun, daß diefelbe zu den convergenten geböre; wodurch dann der 
Ausdruck log.aI\a), mithin auch: 
alXa) und folglid aud IXa) , 

ald eine von a abhängige und endliche Größe erfannt werden wir). 

Wir legen zu diefem Zwecke den in Nr. 140 bewiefenen Lehrfag 
zum Grunde. Vermöge diefes Satzes convergiet die in Rede ſtehende 
Reihe, wenn das beftimmte Integrale: 





feinen unendlich großmwerdenden Werth darbietet: ſonach baben mir 
uns nur mit der Ausmittelung des Werthes diefes beftimmten Ir 
tegrals zu befaffen. 

Man hat: 


f log. aA dx = 


‚ x"! (x-ra) 


a s "og.(x-H1)dx — (a1) S"log.xdx — f log.(x+a) dx, 
1 1 
oder auch, vermöge der Gleichungen: 


S "log.(x+1)dx = (8 log.xdx , 


S "]og.(x-ta) dx =f „log.x dx‘, 
ati 
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Die Gleichung: 


=a (W log.xdxz — (a—1) f “log.x dx — $ log.xdx , 
3 4’ ati 


die man audy folgendermaßen fielen kann: 


Ser EI u=-: Ss ogxdz — "Ing.x dx} 


+ 1 log.x dx — es dx} , 
17a 
welche, mit Zuziehung der Gleichung (8) Nr. 36, in folgende übergeht: 


f log. —— dx — — 4 [ü log.xdx + (log.xdx . 
= (x-ra) 1 \ 1 

Ohne zur Angabe der Werthe der beftimmten Sntegralien rechter 
Hand bemüßiget zu fein, fchliefen wir fofort mit Zuziehung des in 
Nr. 407 begründeten Satzes, daß deren Werthe, wenn a pofitiv und 
endlich gedacht wird, nicht unendlich großwerdend find. 

Es if alfo der Werth des beftimmten Integrals zur Linken vom 
Gleichheitszeichen der legten Gleichung nicht unendlich großmwerdend, 
woraus die Convergenz der Function IYa) aus Gleichung (II), für 
alle endlichen und pofitiven Werthe von a, nach dem vorhin Be: 
merften fogleich gefolgert wird. 

246. Nachdem nun die Eonvergenz der ohne Ende fortlaufenden 
Sactorenfolge oder der Function IYa) dargethan wurde, ſchicken wir 
uns an einige Integralien durch diefelbe auszudrüden. 

Läßt man in der Bleihung (I) Nr. 244 x in mx übergehen, fo 
erhält man, für alle pofitiven und reellen Werthe von m und a, 
die Sleichung: 

f x ie dx — n«a (33) 
* m 


. Wird in diefer Gleichung: 
ei fnx ,alfe x in 'kog. z | 


umgefegt, fo erhält man folgende Integralbeftiimmung: 
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1 
m—1 —1 — 4 
f: (to. !Y dx 27 Na), Gh 


. 0 
weiche Gleichung für diefelben Werthe von m und a, als die ver 
angehende Beftand hat. 

Ferner erhält man aus der Bleichung (33), wenn in derſelbe 
x in x" unda in — umgefeßt wird, unter der Vorausſetzung, da 
a, m und n pofitive, veelle Werthe vorftellen, die Gleichung: 


f ln —_ - > — r(t) as) 





217. Das Doppelintegrale: 
£ et x’ y! dx} dy , 


in dem a fowohl ald b pofitive und reelle Größen vorftellen, führt, auf 
folgendem Wege behandelt, den Werth eines bis jekt von ung neh 
nicht behandelten Integrals auf Factorenfolgen zurüd, die wir Bond 
Das Functionzeichen I’ vorgeftellt haben. 

Zuerft ift man zur Aufftellung folgender Gleichheit berechtiget: 


F IL “ta m [ ' £ eig eTyigy, 


welche, vermöge dee Gleichung (33) vorangehender Nr., bei ie 
Annahme m=4, auf folgende Bleichung führt: 


£ N Ss “ehr za-1 yPr'dx} dy = S “IKa) e’yb-igy, 
die, vermöge derfelben citirten Gleihung, da a unabhängig von yik, 
in folgende übergeht: 
f Ss et) 71 yr-1 dx} dy = I) nb) . 
0 


Faſſen wir das innerhalb der Klammern zur Linken vom Gleid- 
heits zeichen vorkommende beftimmte Integrale ind Auge, und laſſen 
in demfelben x in yx übergehen, fo erhält man die Gleichung: 


( ET a yet ee, 
0 v 


mittelft welcher die vorangehende Gleichung in folgende umgeformt 
erfcheint: 
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£ t Kerr g’-1 dx} yırr-1 dy —= Ifa)IXb), 
"ober auch, mit Beachtung der Bleihung (G) Nr. 4155, in: 
£ Kytte —(142)y dy! x x"-1dr — IKa)ııb). 


Vollzieht man die Integration nad) y mit Zuziehung der Gleichung 
(33), fo erbält man: 








f Matb) = „ de = = Ta) IXb),, 
woraus: 
f 21-1 d = Na) Tb) (36) 
„ tr I\a-+b) 
gezogen wird; und wenn bier: 
zmi_4 
x 


umgefeßt wird, fo ergiebt ſich nach einigen Reductionen die Gleichung: 


f at N, an 
die für alle pofitiven und reellen Werthe von a und b befteht, und 
das anfangs diefer Nr. angekündigte beftimmte Integrale durch ohne 
Ende fortlaufende Factorenfolgen darftellt,, welche durch die Function 
T ausdrückbar find. 
Da ferner der Ausdruck zur Rechten vom Bfeichheitszeichen diefer 
Gleichung als fymmetrifche Function von a und b ſich heraugftellt, fo 
muß ein Gleiches vom beftimmten Integrale zur Linten vom Gleidy- 
beitszeichen ausgefagt werden können, oder man hat die Gleichung: 


£ U)! dr — L d-x)"!x"-dx, (38) 


die ebenfalls für pofitive und reelle Werthe von a und b befteht. 

Das durch die Gleichung (37) ausgedrückte beffimmte Integrale 
werden wir, mit Legendre, Euler'ſches Integrale der erften 
Art und das in der Gleichung (I) Pr. 214 vorkommende beftimmte 
Integrale, nad) demfelben Autor, Euler fhes Sntegrale der 
zweiten Art nennen. 
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Stellt man: alfo dad Euler’fye Integrale der erften Art durq 
[b, a] vor, d. b., feßt man: ' 
Seta=ß, m 
fo bat man, vermöge der Gleichungen (37) und (38), folgende wi 
GBleidungen: 





IXa+b) ” (M) 


b,a]= [a,b]. 
Eigentlidy wird folgendes beſtimmte Integrale: 
1 
x"-1 dr 


Euler'ſches Integrale der erfien Art, von Legendre benannt m | 
mit Euler durch > bezeichnet; allein da diefes beftimmte Integrale, ' 
wie fogleidy gezeigt werden fol, in einer höchſt einfachen Beziehung 
zu dem in Gleichung (37) dargeftellten beftimmten Integrale fteht, 
fo ziehen wir ed vor, einigen Geometern neuerer Zeit folgend, das 
zulegt erwähnte beftimmte Sntegrale, nämlidy das der Gleichung 
(37) als Euler’fched Integrale erſter Art einzuführen. 

Wird, um unfere vorige Behauptung zu rechtfertigen, in der Glei⸗ 
dung: 


fb, a] — IXa) I(b) | 


⸗ 


1 
b—1 
td _ ) M 


zur Linken vom Gleichheitszeichen x” in x umgefekt, fo gebt dieſelbe 
in folgende über: 


b 1 221 >_ı 
()= ıf (d—-x)" x" dx, 
a na 
© 


und durch Vergleichung diefer Gleichung mit der obigen (III) bet 


) —1i B 3 u) 
a anprn DB 
was zu eigen war. 


Man bat fonach auch folgende Sntegralbefiimmung: 


ı 
xP-1 dr 
u ——— 7202 
— ——— 
und da der Ausdruck zur Rechten ſymmetriſch in Bezug auf a und b 
ift, fo gilt ein Gleiches vom Ausdrucke zur Tinten, und man hat: 


: (39) 


xPidx x"1dx 


°o Va-ıy 0 Ya 
für alle pofitive und veelle Wertbe von a und b. 
218. Auch durch Differenzialquotienten der Function Dlaſſen fich 
die Werthe einiger befiimmten Sntegralien augdrüden. 
Wird in Gleihung (33) Ne. 216, m=41 gefekt, und differenzirt 
man dann diefelbe nach a, fo erhält man, wenn Ti(a) den Differen- 
jialquotienten von Z\a) nach a, vorftellt, die Gleichung: 


0 (40) 


f 1er” log.xdx = Tı(a) , (41) 
0 


die nur für pofitivde Werthe von a Beſtand bat. 

Eben fo bietet die Gleichung (37) vorangehender Nr., durch Dife 
ferenziation nach a fowohl als nad b, zwei Integralbeftimmungen 
dar, die, wenn noch das Ergebniß der Differenziation der Gleichung 
(38) derfelben Nr. nah a zugezogen wird, durch folgende Blei» 
ungen dargeftellt werden können: 


1 1 
f HR -R)dr = f (d—x)"'xtlog.xdx , 
— 0 


(2) 


1 
_ 2-1 h-1 _ ) _Tı'b) _ Tb)rı(a-+b) . 
Kt x) x log.xdx = Farb) — T(a); 
0 


die zweite diefer Gleichungen geht auch, mit Beachtung der Gleichung 
e) borangehender Nr., über in: 


1 
f (4x)? xr! log. xdı = 39 Tı(b) _ Tı(a-+b) | f (41-x)”" ri dx. (43) 
0 





 T’(a+b) 


Vertauſcht man bier a mit b und zieht die Gleichung (38) vor⸗ 
angehender Nr. zu, fo ergiebt fih, nad) vollgogener Subtraftion der 


neugewonnenen Gleichung von. der fo eben aufgeftellten (43), folgender 
Zufammenhang: 
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[2 a2)! „i_ Gd—-x)! x") log.x dx 2 
* 


Na) 
welcher mit Zuziehung der erſten obiger Gleichungen (42) auch ü 
folgenden übergeht: 


1 
f dox)'12r-1 log. x u = — —5 2 f data 
0 





1 
2 _ 38 J dont dr 
0 


Ib) TXa) 


wird bier, links vom Gleichheitszeichen, — in x umgefebt, fo el 
man, nad) einfacher Verbindung der Gleichungen (36) und (37) m 
Vertauſchung von a mit b, folgende Gleichung: 


Iieꝶg.x da m 330 f EI u, Mi 
S (4 4x)» 08.x IXa) IXb) j ( 4 +x)'tr ( 
welche, wie fämmtliche vorangebende Gleichungen, fir pofitive un 
reelle Werthe von a und b befteht. 

219. Noch einige wichtige Gleichungen, betreffend die Funcm 
TI‘, werden aus der Gleihung (59) Nr. 159 auf folgendem Tg 
gezogen. 

Man fee in diefelbe «4 und B=y, fo geht fie über in: 


f I ET dr log.y; 


diefe Bleichung multiplieiren wir mit y e dy, und integrimm 
dann diefelbe von y=0 bis y= co, foergiebt fich, mit Zugiehm 
der Gleichung (44) der vorangehenden Nr., folgende Gteichung: 


f ss Tot aly Tetdy=HTa), 


oder wenn, "ing vom Gleichheitszeichen, die nach y zus wolljichenk 
Sntegration, der nach x vorangefchicht wird, erhält man auch fi 
gende Gleichung: 


Sreafze- freiem 
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vollzieht man nun die angezeigten Integrationen nach y , mit Hülfe 
der Gleichung (33) Wr. 246, fo ergiebt fich: 


—x ” 1 dx — 
f Ia)e” — — f IXe) Gens Ber Tı(a) , 
0 
woraus folgende Sntegralbeftimmung gewonnen wird: 
" __ dx Ti(a) 
f Ie — —e — — "Tla) . (45) 
0 


Bertaufcht man bier a mit b, fo erhält man duch Sudtraction 
der neugewonnenen Gleichung von der vorliegenden: 


f oa ! re En dx _Tıla) _ Tılb) . 
d+z?? (ix) * Ta) IXKb) ’ 
und wenn links vom Gleichheitszeichen 
1 


un. —1 
x 


umgefekt wird, ergiebt ſich aud) folgende Sntegralbeftimmung: 
1 





at _ Tı(a) _ Tı(b) 

f 1— x «= Ta) Tb) " (46) 

Verbindet nian endlich diefe Bleichung mit der (44) vorangehenden 
Nr., fo bat man folgende Beziehung: 


x log.xdx = Pan u. ua (17) 
Br 1—x dry’ 
0 


welde, wie alle nerangehenben , für pofitive und reelle Werthe von 
a und b befteht. | 

Aehnliche Beziehungen, wie die legte Gleichung laffen ſich noch 
mehrere aufftellen; wir unterlaffen jedoch diefelben hier aufzunehmen, 
und machen ung in der nächfifolgenden Pr. daran, einige Eigen» 
fhaften der Function Z' vorzuführen, die theils in theoretifcher Be⸗ 
ziehung beachtenswerth find, und theild auch bei der numerifchen Bes 
fimmung der Function Na) für verfchiedene Werthe der Stamm» 
größe a große Erleichterungen darbieten. 


220. Da ung die Integralrechnung zur Kenntniß der Function 
Raabe, Diff. und Int. Rechnung. 26 
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T geführt bat, fo wollen wir auch, zumal in ganz jüngfee yı 
Dirichlet die einzige noch unerledigte Stelle auf eine höchſt dem 
Weiſe gelöft bat, fämmtliche bis jett bekannte Eigenfchaften dein 
Junction aus der Integralrechnung felbft fließen Laffen. 
Wird in der Gleichung (33) Ne. 216, m=1 angenommen, = 
durdy diefelbe in: 
x e”*"dx = Ta) . 
1) 
übergeht, fo hat man, wenn nun a in a+1 umgefeßt wird, 
x e”dx = I(a-+1) ; 
0 


- durch theilweife Integration bat man aber für jeden pofitiven Wert 
von a: 
a — d — 2 211 _ —x 
F xꝰ e "dx af x'te"dxe, 


daber erhält man folgende Beziehung: 
I(a+1) = alfa). @ 
Beht in diefer Gleichung die Größe a nach und nah ina+i, 
a+?2,...a+m—1 über, fo erhält man, durch Multiplicatie 
fämmtlicher fo erhaltenen Gleichungen, folgende Beziehung: 

j T(a+m) = a(a+1) a2). .. (a+m—1)T(a),, G 
in der m irgend eine ganze und pofitive Zahl bedeutet. | 
Denkt man ſich nun die Function I'(a) für alle pofitiven Wert 
von a, die zwifchen a und a+-1 liegen gerechnet, fo führt dann dir 
Bleihung auf den numerifhen Werth der Function I’(a) für jem 
pofitiven Werth von a. Bermöge Legendre’s Tabellen , die den Wen 
diefer Suncrion von a 4 bis a—= 2 enthalten, wird man mitä 
dieſer Bleihung den Werth der Function Z'(a), für irgend eme 
pofitiven Werth von a, jedesmar auf einen zwiſchen 1 und 2 fık 

lenden Werth von a diefer Function zurüc führen. 
Wäre 3. B. die Function T(Y) auszubeüden, fo fege mann 
die „obige Gleichung: 
atn=Yymdam=i+ryr,dom—ä, 





wodurch: 

TGVI 4. 4. . TAM 
erhalten wird; wäre zweitens der Werth von TC() anzugeben, f 
fee man in die obige Gleichung: | 
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a —m — 14 und a - 4, alſo m — 1, 

dadurch geht dieſelbe in: 
| rU+p) = 4760) 
über, aus der dann: 

Try) = 5T(4+9) 
gezogen wird; und da fomohl Z'(14+%), ald T(14 nach der ge 
troffenen Annahme entweder als bereits beflimmt oder, wie wir in 
der Folge zeigen werden, als beftimmbar angefehen werden kann, 
fo bieten die fo eben aus (y) gezogenen zwei Öleichungen die Wertbe 
von Z(Y) und IH) dar. Ein analoges Bewenden hat ed mit allen 
MWertben der $unction Z’(a), für jeden pofitinen Werth von a, der 
entweder größer als 2 oder Kleiner als 1 ift. 

Ferner erfahren wir aus der Gleichung (y) den Werth von Z'(a) 
für jeden ganzen und pofitiven Werth von a; wird nämlich in diefer 
Btleihung a=1 angenommen, fo erhält man: 

T(m+4) = 1.2.34...mT(i), 
feßt man in die Gleichung (a) a=41, fo ergiebt fi: 


r(4) = I e”’d=1, 


daher hat man, wenn in der vorigen Gleichung m+41 in a umges 
gefekt wird, 

T(a) = 1.2.3.4... (a1), 

ITı)=1, ( 
fo daß die erfte diefer zwei Gleichungen nur für ganze und pofitive 
Werthe von a flattfindet. 

221. Die Gleichung (36) Nr. 247 geht für die Annahme: 
a+b=1, 
mit Beachtung der zweiten obiger Sleichungen (3), in folgende über: 
— dx = Ta) Ti 
je x=Ta)Ti-e), 

0 
in der a Feiner als 4 und größer ald Null fein muß; berücfichtiget 
man nun die Gleichung (13) Nr. 441, fo erhält man flatt der 
legten Gleichung auch folgende: 

T(a) I1—-a) = 





7 
Sın.ar 


N) (£) 
die fonach für ale zwifchen O und 4 fallende Werthe von a beftebt. 
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Mittelt diefer Gleichung fann man die Werthe der Zunction /'.), 
für die Werthe von a, welche zwifchen O und 4 liegen, durch mı 
Werthe derfelben Function darftellen, die den zwifchen 4 ımd ti: 
lenden Werthen der Stammgröße a entfprechen, und umgefehtt. 

Kür die Annahme a—3 bietet diefelbe die Gleichung: 

To? =n 


dar, worauß: 
I)= ya 


gezogen wird. 

Don derfelben Gleichung (2) fonnte auch Legendre bei der de 
rechnung der, die Function IXa) von a=1 bi8 a — 2 darſtellende 
Tabelle großen Vortbeil ziehen. Es bietet nämlich die Gleichur: 
(y) vorangehender Pr. folgende zwei Gleichungen dar: 

T(1+:) = aT(s),, 
T(2-a) = (i—-a)T(1—a) ; 
diefe zwei Gleichungen mit einander multiplicirt, bieten, mit 3: 
ziehung der Gleichung (e), folgenden Zufammenhang dar: 
a(i—a)7T ‚ 
T(1+a) T(2-a) = en ; h 
wird nun bier für a einer der Werthe zwifchen O und 4 an 
nommen, fo fällt 4+.a zwifhen 4 und 1+4 und 2—a jwilke 
4+3 und 2: daher reducirt ſich die Schwierigkeit der Derednur; 
oben erwähnter Tabelle auf jene Werthe von a, die zwiſchen I m! 
143 enthalten find; denn mit Hülfe der letzten Gleichung unterley 
aledann die numerifche Beflimmung der Function I'(a), für de 
zwifhen 1 -+ 3 und 2 fallenden Werthe von a feiner befondem 
Schwierigkeit. 

Auf diefelbe Gleichung (ec) wird man auch mittelft einer der Ol 
chungen (b) und (c) Nr. 160 geführt. Berüdfichtiget man nämlid 
die Gleichung (a) a. a. D., und wird in der Gleichung (35) Nr. 2 
m 1 vorausgefegt, fo bietet die Gleihung (b) Nr. 160, nt 
Einführung der Function Z', zunächſt folgenden Zufammenhang Kr 


A r — \r n = — — — . 
(n+m)? n-+ın n-+m . n—mz' 
(n-+m)? Cos. 24m3 








und wenn bier m=a und n=41—a angenommen wird, echält ma: 
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1 om 
Cos.(1i—22)2 — Sin.ar ’ 


welche identifch mit der obigen Bleichung (e) ift. 

. 222. Wenden wir und ferner zur Bleihung (37) Nr. 247, 
und laſſen in derſelben x in Sin.x? übergehen, fo gebt diefelbe in 
folgende über: ' 


I(a) T(1—a) = 


J 


7 Ace: _b-1ı. —_ ,T(a)T(b) 
f Cos.x Sin.x dx = I Farb) , 


wenn bier a in za und b in 34b übergeht, erhält man zunächſt die 
Sntegralbeftimmung: 
’ aolle, 
f Cos.z""! Sin.” dx = 4 ——— ‚ (48) 
a b 
0 r(5 +2) 
aus der, je nachdem a—: 1 oder b=1 angenommen wird, mit Zu⸗ 
ziehung der Gleichung (£) vorhergehender Nr., auch folgende zwei 


7 r{? 
J Sin.x’ dx = Hvi— a ‚ 


2 





‚Sntegralbeflimmungen hervorgehen: 








(49) : 





Bi; 4 
7 
a—1 — . 
f Cos.z’ dx = 4ya. (>>) 
0 7 
2 } 
Aus diefen Sleichungen wollen wir nun eine neue Relation, die 
Sunction ZXa) betreffend, ableiten. 
Wird in der erften der beiden Gleichungen (49) x in à — x um⸗ 
gefeht, und die fich fo ergebende Gleichung zur unveränderten addirt, 
fo erhält man: 
7 T (%) 
2 








5 a—1 — 
f Sin.x"" dx = yı. (>) F (50) 
0 T 
2 
wenn ferner in der Gleichung (48) a=b angenommen und x in 5 


umgefeßt wird, erhält man auch: 
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1 2 —X 
nTılna) | Fila), re + :) , ro + 2) Fa da “et 
Tina) | Fa r(e +!) T (« + ) r (+ n-1 

: : =) 


oder auch, wenn einftweilen: 








log.I(na) — —8R + Iog.r(= + ) +..+ Iog.r (m =) | =!: 
gefeßt wird, in folgende: 
fi(a)=nN, 

wo f,(a) den Differenzialquotienten der Function f(a) nad) a vorſtell. 

Zieht man -aber dad Zundamentaltheorem der Differenzialrechnun: 
Nr. 46, IE zu Hülfe, fo ergiebt ſich: 

fa) =nNa + N, , 

wo N, eine willführlicdyhe, jedoch von a unabhängige Größe vorfielt. 
wird daher der vorige Werth von Fa) wiederum hergeftellt, fo er 
bält man: 





lo. —ñ— —— — — nNa + N, 
ra)r{a+!)r(a+2) ... r 
n n n 


woraus die Gleichung: 
T(na) = ror( )r * ) ... r29) eN: ee" 
n n n 
gezogen wird, in der e die Srundzahl der natürlichen Logarithmen 
bedeutet. 

Um die von a unabhängigen Größen N und N, zu ermitteln, 
laffen wir hier aina + = übergehen; dadurch erhält man, nad gt 
fchehener Divifion der neugewonnenen Gleichung durch die unverir 
derte, folgende Gleichung: 

T (na+1) _ T(a-+1) eN 
Ina) T«Ca) 
welche, mit Zuziehung der Gleichung (8) Wr. 220, in folgende über 
gebt: 


' 


na ae" ‚ 
aus der 
en =n 


gezogen wird; es geht daher die obige Gleichung in folgende über: 
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I(na) = T(a) r(o + t\r(e+2) ... re +2 ’E na „N, , 
D n n 


und ed erübriget nur noch die Ausmittelung der von a unabhängigen - 
Größe N,, zu deren Kenntnig wir auf folgendem Wege gelangen. 


Man fehe bier a=! ‚ fo erhält man die Gleihung: 


DT OF HB oe 


die, wegen: 


r(2) = Ta), 
n 
in folgende übergeht: 


ee one 


oder auch in folgende: 


ER BCE 


multiplicirt man diefe zwei Gleichungen mit einander, fo erhält man: 
= r(&)r(3 1) . r(2)r(4 * 2). r()r(1-2) "ı.o 
D n D n n, n 
T =!) r(i 221) .n? eꝰN. 
\n D j 


Um aus diefer Gleichung den Werth von N, zu erhalten, feße 
man in die Bleihung (e) Nr. 221 flatt a nach und nach: 


4 2 3 n—1 

n’ nn’ nn’ 

und fubftituive dann das Ergebniß des Productes diefer fo erzeugten 
Gleichungen in die zulekt aufgeftellte; dadurch erhält man die Glei- 


hung: 





Sin.” Sin. 2m Sin,3t "Gin, ade 
‘.n n n 


aus der, auf folgendem Wege, der Werth von N, ermittelt wird. 

Löst man das Binomium 1—x”, in dem n eine ganze und pofis 
tive Zahl vorftellt, in die demijelben zugebörenden reellen Factoren 
des zweiten Grades auf, fo bat man die Bleichheit: 
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I-=" =(: t — 2xCos. — 2r 1 + 2)(1 2800. 42) oo. 
2n Zn. 
. (i — 2xCos. R2Da, et) ; 
2n 
wird bier x=41 und x — —1 gefeht, fo ergeben fih, menn de 


Ausdrud zur Linken vom Gleichheitszeichen nad) Differenzialrechnung 
Il, Ne. 29 behandelt wird, folgende zwei Gleichungen: 


_ loc: Zr .. @-9@\8 
= (2 Sin. z) (? Sın. 2) (2 Sm. =). . ( Sin. er) ‚ 
‘2 _ 2 
2 = (200.2) (260.22) (260 s. a). . (2 Cos. ar) , 
2n 2n 2 2n 


und durch Multiplikation derfelben miteinander geht folgende bervor: 


2 2 2 2 
n? = (sie. 2) (? Sin. =) (2 Sin. 2") ... (2 Sin. eur, ß 
n n n n 


aus der: 


(8) 


n — 2°-1 Sin.” Sin. 27. Sin. 37... Sin. (n—1)r (b) 
n n n n 


gezogen wird. 
Subſtituirt man nun dieſes Ergebniß in die vorige Gleichung, ſo 
hat man: 
1= (in) ne: , 
aus der 
en: — — 
va.(2r)2 
gewonnen wird, und man erhält endlich: | 
T(oa) = I(a) r(n +!) r{a+2) . (+22) 4, (6 
n n n 


welche die anfangs dieſer Nr. angekündigte, allgemeine Relation if, 
die, für die befondere Annahme n =2, die Relation (3) der voran: 
gehenden Pr. erzeugt. 

224. Nachdem die vorzüglichtten, bis jet befannten Eigenfchaften 
der Function IYXa) mitgetheilt worden find, erübriget noch Einiges 
über die numerifche Beſtimmung diefer Yunction, für irgend einen 
zwifchen 1 und 2 fallenden Werth von a mitzutbeilen. 


Legen wir zu diefem Zwecke die Gleichung (IT) Nr. 244 zu Grunde, 





If 
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fo kann man vorerft mit Zuziehung einer Logarithmentafel, wenn in 
der citieten Gleichung k nur als endlicdhe Zahl auftritt, jedesmal ein 
angenäbertes Refultat erzielen: das um fo genauer ausfallen muß, je 
größer diefer ganze Zablenwerth von k angenommen wird. Schneller 
gelangt man aber zum Ziele, wenn man den natürlichen Logarithmus 
von T(a), oder beffee von T(144) in eine, nach auffteigenden Po⸗ 
tenzen von a fortgehende Reihe auflöst, und ſich diefer Reihe bei nu» 
merifchen Beflimmungen bedient. 

Sept man alfo in der citirten Gleichung (II) a in 4+a um, fo er 
giebt fih, wenn ſolche alsdann logarithmifch aufgelöst wird, folgende 
Gleichheit: 


log.T(1 . a) = alog.k — log. (: +) — log. (4 + ) 


a a\,, 
1. (1 +2) .... — — +) ; 


wird bier a — 1 feftgeftellt, fo kann man die Ausdräde zur Rechten 
nach auffteigenden Potenzen von a in convergente Reihen aufliöfen, 
wodurch folgende Gleichheit erhalten wird: 

log. T’(1+a) = ca+1SgR — 45a 4S. ah —4S;a+.., (VD) 
in der die Größe c durch eine der Grenzgleihungen (A) Nr. 202 
gegeben ift, oder man bat für c die Grenzgleichung: 

e= Lin: \ugk-(imi ri air. . + )\ ; 

deren Werth die Gleihung (a) Nr. 201 darftelt; die Größen Ss, 
S3, Sa, + . . betreffend, können dieſelben aus folgender allgemeinen - 
Gleichung entnommen oder beftimmt werden: 


4 4 4 1 
j n a a mtrz 


Diefe Gleichung (VII) fann auch, wie folgt, durch eine viel ein⸗ 
fachere erfeßt werden. 

Läßt man in diefer Gleihung a in —a übergehen, fo erhält man, 
dur Addition der neugewonnenen Gleichung zur urfprünglichen, 
folgende: 

+log.I(1+a) Tli-a) = 459 - IS, a r4Sce....'; 
multipliciet man die Gleichung (5) Nr. 221 mit a und feßt, nad) 
Gleihung (8) Nr. 220, T(i+a) ftatt aI\a), fo erhält man auch: 


4 
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9 
T( Ti-a) — 
(Ira) Ta) Sin.ar 


wodurch die vorige Gleichung in folgende übergeht: 


’ 


aT 


> Sin.ar 
verbindet man nun diefe Gleichung, durch GSubtraftion, mit der 
Gleichung (VII), fo erhält man die Gfeichung: 





log. T(1+a) = 41og. + ca — 4S3a — +S:a° —4S;a’ — ., (VI 


5. 
die offenbar bei numerifähen Beftimmungen leichter als (VII) je 
handhaben ift. 

Eine noch fehneller zum Diele führende Gleichung erhält man, 
wenn diefe fo eben aufgeftellte mit der folgenden: 


Flog. — arte 10-42 . .., 


durch Addition verbunden wird, man erhält nämlich alsdann: 


ali—a)ı 


log. T’(1+a) = $1log. (1-ra)Sin.ar 


+ (d+co)a — 4 S—A)a? — 15; —1)a° — (Sl) —..., (DD 


welhe, da S—1, Ss—1, S—1l, » . » fämmtlich einer als di 
Einheit find, in Rüdfiht auf fehnelle Eonvergenz den beiden ber: 
angehenden unftreitig vorzuziehen ift. 

Nunmehr erübriget ung noch, die numerifche Beftimmung der 
Größen S;, Ss, S7, - . . borzunehmen und zufammen zu ftellen, 
um in allen vorkommenden Sällen von diefer Reihe (IX) Gebrauh 
machen zu fünnen. Die folgende Nr. fol ganz diefem Gegenftande 
gewidmet fein. 

225. Stellen wir die den Werth von S, darftellende Gleichung 
noch einmal auf, nämlich: 

S irre . .., (@) 
n ten 
fo fann man, nach Abfonderung der an den geraden, von den an 
den ungeraden Stellen ftehenden Bliedern zur Rechten vom Gleid> 
heirszeichen, auch folgende Gleichung aufftellen: 








[4 
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4 1 1 1 1 
+ — arten tr .. ; 


der Ausdrud innerhalb der Klammern, auf der zweiten Zeile diefer 
Gleichung fFtellt aber den Werth von S, vor, daher hat man audy: 
8 — tar ... 

u re Dee 9 ee 5 

Sondert man ferner, zur Rechten vom Gleichheitszeichen, jene 
Blieder ab, deren Penner durch 3” theilbar find, fo hat man auch 
folgende Gleichung: 

1 4 1 1 


S,11 * — 1 ——4: 
BIT N 


1 ı 1 1 [14 
larger Pa Er var ur ) N 
wo die Nenner auf der erften Zeile rechts vom Gleichheitszeichen 


feinen der Factoren 2° oder 3” enthalten; verbindet man diefe Glei⸗ 
hung mit der unmittelbar vorangehenden, fo ergiebt ſich: 


S {1 96 1+- 1, 2, ., 
u ie — — — — | — — — — 
m an zn . 5n 7n 1 1* 1 3” 47" 


Werden ferner jene Glieder zue Rechten vom Gfeichheitgzeichen 
diefer Gleichung, deren Nenner den Factor 5” enthalten, von dem 
übrigen Bliedern abgefondert zufammengeftellt, fo erhält man die 
Gleichung: 


811 1 1 4 1 + 1 + 1 + 1 + 
a 2” 3” Pr 44” 13". 17” 

-( 1 1 4 1 ) 
+ — (1+- ++ —+...), 


welche, mit der zunächft vorangehenden verbunden, auf folgende führt: 


1 1 1 1 1 1 4 
S.I1-<; 1-5) 1-7 =1+- tr, +7 t7Z+..), 
2 3 5 7 11 13 17 


in der, rechts vom Gleichheitgzeichen, alle jene Glieder fehlen, fo 
von der Form = find, wo a ein ganzes Vielfache von 2, 3 und 5 
ift. .. 

Wird in diefee Weife fortgefahren, fo kommt man endlich auf die 
Gleichung: 
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KENN 


wo abfürzend: 


+ ix 1-1, ot 
— — — — — in ınt. 
a ar a’, ar hi 4 


gefeßt wurde, 
In der Bleichung (b), zur Linken, ftellen die mit dem Erm 
nenten n verfehenen Zahlen: 
2,3,5,7,-:-:.:a, 
fämmtlidhe von 2 bis « vorhandene Primzahlen dar, und wie an 
der Entftehung dieſer Gleichung hervorgeht, ift feine diefer Zahlen 
ein Factor der in der Gleichung (c) vorkommenden ganzen Zable: 
Oı, 03, 03, Ob, . +35 
diefe leßteren betreffend, ftelen &ı, ag, as, » » » die auf @ in me 
türliher Ordnung der Größe folgenden Primzahlen vor, die erfe 
zufammengefeßte Zahl, welche die Reihe diefer Primzahlen unterbridt, 
und ein Glied in der obigen Gleichung (c) abgiebt, ift «2, fo ii 
man die Ungleichheiten bat: 
a u u — a... —aA <—-.., 


wo a, die leßte und größte Primzahl ift, welche jene ununterbroden 
Folge von Primzahlen fchließt, die größer als « find. 


Auf das Blied 
4 


(@3)" 
folgen in der Gleichung (c) noch unendlich viele Glieder, deren Zähler 
fämmtlich die Einheit und deren Penner ganze Zahlen vorfelen, 
die, abwechfelnd, prim oder vielfache der Primzahlen: 
oA, 0, A, Od,» «+ Ay 
find. 

Die Größe R, die man ald Ergänzung anfehen fann, falld mt 
irgend einer endlihen Primzahl & die Rechnung abgebrochen ode 
gefchloffen wird, giebt über den jedesmaligen Fehler Auflchlus, 
mit dem alsdann S, beftimmt wurde. Denn bekanntlich ift die Ir 
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zabl der Primzahlen unendlich groß”), daher hat diefe Größe R, 
man mag der Primzahl «— einen noch fo großen, jedoch endlichen 

- Werth beilegen, einen von Null verfchiedenen Werth, der, mit Zu- 
ziehung der Gleichung (c), bei jeder über & getroffenen Annahme 
immer beurtbeilt werden fann. 

Ferner nimmt man aus dem für R aufgeftellten Wertbe ab, daß 
wenn n > 4 und a eine ohne Ende wachfende Primzahl ift, daß als⸗ 
dann diefe Größe A auch vernachläffiget werden kann. Denn offenbar 
bat man: 

1 1 1 
R— Hr age + Nu inf. ; 
und da der Ausdrud zue Rechten vom Ungleichheitszeichen die Er⸗ 
gänzung der in Nr. 120 betrachteten unendlichen Reihe (II) ift, falls 


man dafelbft mit dem Gliede 4 die Rechnung fchließt; und da diefe 
(£ 


Reihe, bei der gegenwärtigen Annahme über n, zu den convergenten 
gezählt wird, fo ift die Ergänzung derfelben, bei der getroffenen An» 
nahme über & unendlich Fleinwerdend, daher ift um fo mehr, bei 
derfelben Annahme über &, auch die Größe R der Gleichung (e) 
unendlich Fleinwerdend, und zu vernacdhläffigen geftattet. 

Geben wir daher von der Annahme aus: = fei eine unendlich 
großwerdende Primzahl und n — 1, fo kann man die Gleichung (b) 
auch folgendermaßen ftellen. 


*) Diefe Behauptung fann auch, wie folgt, gerechtfertiget werden. Wäre 
nämlich die Anzahl der Primzahlen endlich und begrenzt, fo fei die größte Prim: 
zahl, Über die hinaus nur noch zufammengefehte Zahlen ſich vorfinden, durch 
a vorgefiellt ; alsdann geht die Sleihung (b), da nunmehr R-— 0 fein muß, 
bei der Annahme a = 1 in folgende über: 

SCHUH... — =1, 
aus der 


Sı =14.3.3./-.4% .0.. — 
o—i 
gezogen wird. 

Nach Öerfelben Annahme über « Hat man rechts vom Gleichheitszeichen eine 
endlihe Anzahl endlicher Factoren, ſonach ſtellt fih S, als endliche Größe her⸗ 
aus; die Gleichung (a) aber fielt, für die Annahme mn — 1, Sı als unendlich 
großwerdende Größe dar (Nr. 120), daher iſt die vorangehende Gleichung uns 
flatthaft, oder die Anzapl fämmtlicher Primzahlen it unendlich geoßwerdend. 
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1 


wo die Zahlen: 





2, 3,5, 7,11,. .. 4 
die Reihe fämmtlicher Primzahlen von 2 big oo vorftellen. 
Mittelft diefer Gleichung (d), die fhon von Euler mitgetbeilt wurde, 
oder, wenn diefelbe vorerft logarithmifch aufgelöst wird, mitte: 
folgender: 
log. S. = +4 +43 +1, +45 +inmf., ww 
fann man den natürlichen Logarithmus von S, beftimmen, und ds 
dann in Ermangelung einer Rogarithmentafel, die mebr als ſieben 
Decimalſtellen angiebt, mittelft folgender Reihe: 
| N 
1.2.3 
den Werth von S, felbft mit jeder beliebigen Schärfe beflimmen. 
Die Größen I), 33, 25, . . . ftellen die Summen der reciprofe 
Werthe der erften, zweiten, dritten u. f. f. Potenzen der mit der 
Erponenten n begabten Primzahlen von 2 bis oO vor, oder mu 
bat allgemein: 


1 4 1 4 1 
gık Tr u + 130% 


(log.S. #7 +. -- 





Ss =1+J10.S, + 15 008.5,)° + 





+ inf. d, 


yr — 


Mit einer bis auf die ſiebente Decimalſtelle ſich erſtreckenden Br 
nauigfeit, find auf dem hier bezeichneten Wege die Werthe von: 


S;, S7, Sy, Sur S3, Sıs, eo 


beftimmt und die Ergebniffe mit denen von Legendre in Ueberen 
flimmung gefunden worden, und da man mit Hülfe diefer Gröpe, 
wie fogleich gezeigt werden fol, nicht nur zur Kenntnif von 8 
fondern auch zum Bablenwerthe der Größe ce aus den Nrn. 201 um 
202 gelangen kann, fo laffen wir bier die Werthe der Größen S., 
S7, Sa, ... wie ſolche Legendre bis auf 16 Decimalftelfen beftimet 
bat, folgen, um dann mit gleicher Genauigkeit die. Beftimmung der 
beiden, vorhin bezeichneten Größen S; und c vornehmen zu lönnen. 
Tach Legendre alfo, hat man: 
S; = 1,03692 77551 433700 
S, — 1,00834 92773 819227 
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Sy = 1,00200 83928 260822 
Sn = 4, 00049 41886 044194 
Sıs = 1,00012 27133 475785 
S,; = 1,00003 05882 363070 
Sız = 1,00000 76371 976379 
Sı9 = 1,00000 19082 427166 
Sai = 1,00000 04769 329868 
Sg; = 1,00000 01192 199260 
Szs = 1,00000 00298 035035 
Ser = 1,00000 00074 507118 
S% = 1,00000 00018 626597 
Szı = 1,00000 00004 656629 
f Sas — 1,00000 00001 164155 
Sy; = 1,00000 00000 291038 
'S37 = 1,00000 00000 072759 . 
u. ſ. w., mo bereits jede folgende Zeile, in den Decimalen, den 
vierten Theil der vorangehenden beträgt. Ä 
Mit Hülfe diefer Größen und der Gleichung (IX) vorhergehender 
Nr. Übergehen wir nun zur Beſtimmung bon S, und ce. 


Wird in der citirten Gleichung —+ ftatt a gefeht, fo erhält man, 
mit Beachtung der Gleichung (7) Nr. 224, 


0= 4log.3 — 4(1#c)+4 3 85-1) +4 0 (Ss-4) ++. 2 5-4) +. 
oder auch: 


1404. 5(8:—1) = log} +4. EN IN... 


nimmt man ferner in derfelben Gleichung a4 an, zieht dann die 
erſte der Gleichungen (3) Nr. 220, wie das in der Differenzial 
rechnung Nr. 29 Mitgetheilte zu Hülfe, fo ergiebt ſich: 

1+0— 4(S—1) = + 10g.2 + 4(8;—1) +4 (S,—1) F...: 
und wenn man, nachdem die erfle diefer zwei Gleichungen mit 2° 
multiplieiet wurde, die numerifchen Werthe der Ausdrücke jur Rech. 
ten ermittelt, fo erhält man ftatt der letzten zwei Gleichungen die 
folgenden: ' 


Raabe, Diff. u. Jul. Rechnung. 27 
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(ic) — 4(S;—1) = 1,62378 50393 40670 55 , 
(i+c) — 4(S—1) = 0,35543 20340 45269 O1 , 


aus denen folgende Befimmungen gezogen werden: 
4-+c — 0,42278 43350 98467 18 


S;>—1 — 0,20205 69031 5959& 51 , 
und "hieraus: 
ce = —0,57721 56649 01532 82 

S; = 1,20205 69031 59594 51 , 
welche Refultate, bis auf die zwei letzten Decimalen, mit den Le 
gendre’schen fhön übereinfiimmen. Stellen wir daher die Wert 
von S; und ce nur mit 16 Decimalen auf, fo bat man, nach Legend, 

S; = 1,20205 69031 595943 


und 
ce = — 0,57721 56649 015329 . (a’ 


Die erfte diefer Gleichungen ergänzt die obige Werthenreihe ir 
Größe S, für ungerade Werthe von n; die lektere oder («’) erftki 
jedesmal die Gleichung (a) Nr. 201, oder die Größe c diefer Bla: 
hung (a) ift gleichbedeutend mit der in den Nrn. 2041, 292 u.f.| 
öfters zur Anwendung gebrachten Größe c, die aud) durch jede der 
drei Grenzgleichungen (A) Nr. 202 gegeben ift. 

226. Nachdem nun die numerifchen Wertbe von S;, Ss, Sr,» 
und c, nach der vorhergehenden Nr., ald gegeben oder befannt ar 
gefeben werden dürfen, erfieht man auch fofort, daß man die oe 
merifche Beftimmung von ZYi-+a), zumal für Werthe von a, it 
zwifchen Ound 5 liegen, viel ſchneller mit der Gleichung (IX) als mit 
der unendlichen Factorenfolge in Gleichung (I) vollziehen wird. Die 
Brauchbarkeit diefer Reihe zu veranfchaulichen, legen wir ung folgm- 
des beftimmte Integrale: 


f “er slide 
) 


zur numerifchen Beflimmung vor. 
Mit Zuziehung der Gleichung (35) Nr. 246 hat man: 
Se zuex — + T('P) — +4T(& +3) ; 
ferner hat man nach Gleichung (>) Ne. 220, 
T(A+3) = ITi+4+3) = (+H2+HIHHTAH!), 


i 


i 


| 
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Daher bat man audı: 
Ge” xBdx = 4.4.4.P Id=D; 
wird in Gleichung (7) Nr. 2241, a—= + geſetzt, fo ergiebt fich 
rü+pra+p = = Fa = = um: 
woraus: 


h —_— in 1 
rar» gy5 " T(i+%) 
gezogen wird, fonach hat man: 


_.’ 5.8.11 Ar 4 
€ * 134 — o u 5 GES 
1} ac 35 3 Tirp’ 


und es erübriget nur noch die Beftimmung von T(14 H, die wir mit 
Hülfe der Gleichung (IX) Nr. 224 vollziehen werden. 

Sekt man in diefe Gleichung a=}+, und fubftituirt dafelbft die 
in der vorigen Nr, für I+c, S;, Ss, $7, So, Saa aufgeftellten 
MWerthe, fo erhält man, wenn bis und mit dem Bliede at! abgebro- 
chen wird, 

log.T’(1-*+4) = 41og. "7A + 0,1384026318 . 

Bezeichnet man der Kürze wegen den numerifchen Werth des zu 
beftimmenden Sntegrald durch u, und nimmt dann in der Iekten 
der vorhergehenden Gleichungen beiderfeits die natürlichen Loga⸗ 
rithmen, fo bat man: 


log.u = log. AT log.I(1+}) ; 

wird hier der foeben für log. (144) aufgeftelte Werth eingefekt, 
fp erhält man: 
4.5.8.4 
35 
und mit Zugiehung der Callet’schen Logarithmentafel 

log. — 1,9800076447 — 0,2515942736 — 0,1384026318 , 
oder 





log.u == log. 14 4 Ing. — 0,1384026318 , 
3 NZ; 


log.u = 1,5900107393 ; 


bezeichnet man den gemeinen Logarithmus von u durch) Log.u, fo 
hat man: 
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Log.u = 0,6905328902 , 
woraus, mit Hülfe einer jeden fiebenftelligen Logarithmentafel, 
Se” zu — 4,903802 
gefunden wird. 

227. Wir haben auch die Werthe einiger beftimmten Sntegralx: 
von dem Differenzialquotienten der Function ZYa) abhängig dary 
ftelt (Nr. 218 und 249); aus diefem Grunde differenziren wir and 
die Gleichung (IX) nach a, wodurch die Gleichung: 

Td-+a) _ E 2 _r Conar]| 


Tara) la 








a 1—a? Sin.ar 
+ (i+c) — (S3-1)a? — (Ss-1)a* — (S7-1)25 — (Sg-1)2I — .. (I: 
erhalten wird, mittelft welcher nunmehr auch die von TA(a) abhängige 
beftinnmten Sntegralien leicht angebbar find. 
Um auch für einen folchen Fall die Brauchbarkeit der verfchiedene, 
die Function I’ betreffenden Eigenfchaften zu zeigen, legen wir un 
folgendes beftimmte Integrale zur numerifchen Ausmittelung vor: 


f "er" zöjog.xdz. 
0 


Nach Bleihung (A) Mr. 218 bat man, wenn x? flatt x m 
am '# gefeht wird, 


Ge xBlog.xdx = 41T Y) = 4 Tı(l-+2-+3) ; 


wird in der Gleichung (y) Nr. 220 m — 3 gefeßt, fo bat man: 
I(a+3) = a(a-+i)(a+2)I(a), 
und wenn beiderfeitd logarithmiſch differenziet wird, ergiebt fi: 
IKa+r3) _1, 1 .,. 1... Te), 


Tar3) a art a2 IXa) 
feßt man hier a= 4 + z, wodurdh: 


nA+3-+3) _ T1(4-+%) 
Tda+4+3) art + IX1 +2) 


oder auch, wegen: 
TA#+3-+3) = 4.4.9 T(4*+3), 
die Gleichung: 
Ti +4+3) = 2 Ii+HD) +r$.+. YTr(i=H 
erhalten wird, daher bat man ud: 
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f ex log.xdx = T = + 3 Tarp 





’ 
0 


‚ferner bietet die Gleichung (7) Nr. 221, wenn ſolche logarithmiſch 
differenzirt wird, die Gleichung: 

IT1(1-ra) __ 11(2—a) — 2— ——— Cos. an 

IXi-+a) I(2—a) a 1—a Sın ar 
dar, fett man hier a—=%, fo ergiebt ſich: 

1+ 
rar 

ſonach geht die vorige Gleichung auch in folgende über: 








f e* xB log.x dx — U=Y))_ 411 +40 7 + 440 nA+» 
35 v3 T(1-+-%) 





0 


Rechnet man nun nach Gleichung (X), wenn dafelbft a = + ange» 
nommen wird, den Werth von 
11+» 
fo erhält man, wenn bis und mit dem Gliede a1? die Rechnung ab- 
gebrochen wird, folgende Beftimmung: 





TA+% — _ 043203378002 , 
I1+4) 
und die obige Gleichung verwandelt ſich in folgende: 


eo x’ 
f e" xBlogxd = 
0 


12» | 111 + 430-7 — 440.0,13203378002] . 


In der vorangehenden Nr. —* wir aber 
Se zu dx = 4.4.4.9 Id#9, 
daher Hat man auch: 
er xis log. x dx — 
* 5* — 111 + 540 A — 440 . 0,13203378002 } Se z’dr, 
oder endlich: 
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f “en xiꝰ log.x dx — 0,47649761898 f “et ztade. 
0 0 


Wird noch das in der vorangehenden Nr., für das beſtimm 
Integrale zur Rechten, gefundene Refultat zu Grunde gelegt, fo ha 
man: 

S “ee xiꝰ log.x dx == 2,336648 . 


228. Wir fchließen diefen Paragraph mit der Mittheilung eine 
beftimmten Integrald, das dem der Gleichung (45) ganz analog ik, 
und defien Werth von der Function ZYa) ſowohl, ald von dem Ti: | 
ferenzialquotienten diefer Function nach a abhängig fiy herausſtell. 

Indem wir im Wefentlichen ganz Legendre folgen, leiten mr 
diefe Beſtimmung folgendermaßen ein: 

Durch einfache Differenziation gelangt man auf folgende Gleichheit: 

d. log. —— 6* — —* 


1i—x 1i—Xx 1—x" 





integrirt man bier, beiderfeitd, zwifchen den Grenzen O und 1, fi 
erhält: man, mit Zuziehung der Differenzialvechnung II Nr. 29, fob 
gende Sleichung: 





die für jeden pofitiven Werth, ja fogar noch für unendlich gro 
werdende und pofitive Werthe von k Beftand hat.. 

Legt man nun in diefee Gleichung der Größe k einen unendlich 
großwerdenden und pofitiven Werth bei, und verbindet dann Diefelbe, 
durch Subtraction, mit der folgenden, aus Nr. 201 (&. 354) ent: 
lehnten Gleichung: 


f x — dx = log.k—c, 
x 
0 
welche gleichfalls für unendlich großmwerdende und pofitive Werthe von 
k abgeleitet wurde, fo erhält man: 


1 
[-9e-- 
Mr 1ex 
wo der numerifche Werth von e durch Gleichung (a’) Nr. 225 ge 
geben if. 
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Vertaufcht man in diefer Gleichung x* in x, fo bat man: 


El... 
| 1x «(1-8 )N “ j 


oder auch: 


man bat aber: 


we im 


Lim: — log.x , 
k 
wo das Grenzzeichen auf das unendliche Zunehmen der pofitinen Zahl 


k Bezug hat, daher hat man auch die Sleichung: 


1 
l 1i—x — 14 ’ ) 


von der wir bei Herſtellung des im Anfange dieſer Nr. angefündig- 
ten beftimmten Sntegrals Gebrauch machen werden. 
Diefes beftiimmte Integrale ift ein befonderer Fall des folgenden: 


1 
„1 „1 . 
f (2 ” 1) dx, 
0 
wo a und b pofitive, reelle Größen vorftellen. 


Behandelt man diefes Integrale nach der Methode des Zerlegens 
(Integralrechnung II, $. V Nr. 62), d. h., ſetzt man: 





a a, 4 1 
Z LE 7 — 2 Ir, 
ı—x log.x 4i—x log.x ı—x log.x 
oder auch: 
a HE a WE u DE 
i—x log.x i—x log.x 1i—x log.’ 
x 


fo hat man: 
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' 1 h—-1 
I—x log.x 
0 
=[= tg H | I- Le n)® 
1—x — 1—x dig: 
0 


wo jedes der Sntegralien zur Rechten bereits beſtimmt wurde. 
Das erfte diefer Integralien bietet die Gleichung (46) Nr. 219 
dar, wenn dort a— 4 und b=a gefekt wird, wodurch: 
1 
x"14 dx — Il) _ Tı(a) 
1—x I) IXa) 











erhalten wird; das zweite diefer Integralien wird aus der Gfeihun 
(60) Nr. 459 gezogen, wenn dort B=A1 und «—=b angenımmn 


wird, und man erhält: 
2. 


b-1_4 
f: Iog.x dx = log.b ; 
v 


das dritte diefer Integralien endlich ift oben durch Gleichung (51) 
beftimmt worden. Man erhält demnad durch Zufammenzählung 
diefer drei Ergebniffe: 


1 
Se “Ja x — Di) zog + 2M _.; 
A i\a) IX1) 


1—x log.x 











wird aber in der Bleihung (X) der vorangehenden Nr. o flatt a 
geſetzt, wo @ eine unendlich Bleinwerdende, veelle Größe bedeutt, 
fo gebt diefelbe zunächſt in folgende: 

Tito) __ : (4 rn ee) rc 








Ti+o) 2\o ‚Sin.no 
über, oder audy in: 
—XX 6-1) 86 
I(1-+0) -:% 10 mt 
oder endlich in: 
Tı(1) _ 
ra) 


daher bat man folgende Integralbeftiimmung: 
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x „P-1 — T,(a) . 
f (5 * —) da = log.b IXa) ' (52) 
0 
die für alle pofitiv angebbaren und reellen Werthe von a und b flatt« 
findet. 
Die befondere Annahme b = 4, bietet die Gleichung: 


1 
f (u 1 2 dx = Tı(a)* (53) 
l log.! 1—x Ta) 
dar, welche die anfangs dieſer Nr. erwähnte analoge zur Gleichung 
(45) Nr. 249 iſt. 


§. MI. 


Allgemeines Verfahren die numeriſchen Werthe be 
ſtimmter Integralien näherungsweiſe zu ermitteln. 


229. Die in der Integralrechnung J aufgeſtellten Gleichungen 
(6), (7), (9), (40) und (14), die den Zuſammenhang eines Integral 
ausdruces mit einer Summe begründen, bieten, abgefehen von der 
theoretifchen Wichtigkeit derfelben, die fich an mehreren Orten geltend 
machte, auch die letzte Zuflucht bei numerifchen, aber angenäherten 
Beftimmungen beftimmter Sntegralien dar. — Diefe Gleichungen 
beftehen nur dann in vollftee Strenge, wenn die in denfelben vor- 
tommenden Buchflaben: | 

9, MM, 0, 0, : + + Dr. 

unendlich Pleinwerdende Zahlengrößen repräfentiren, und fonach mit 
allen Attributen folcher Größen behaftet gedacht werden. Sollen aber 
diefe Gleichungen bei numerifchen Beſtimmungen gebraucht werben, 

dann müſſen diefe eben angeführten Zahlengrößen zwar als Heine, 
immer jedoch als endliche Größen auftreten: dadurch hören diefe Blei- 
chungen zu befteben auf, oder diefelben legen den Character von Gleich⸗ 
heiten ab und erfordern, beim jedesmaligen Gebrauche derfelben, 
gewiffer Eorrectionen oder Ergänzungen. Diefe find es nun, d. h., 
deren Herftelung und Beurtheilung, welche den Inhalt des vorlie⸗ 
genden Paragraphen ausmachen werden. 

Unſer nächftes Geſchäft wird daher fein, die Correction einer der 
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oben citirten ®leichungen, unter der eben erwähnten Annahme, durch 
einen allgemeinen Ausdruck darzuftellen; und nach geſchehener Herſtel⸗ 
lung desfelben werden wir erft zeigen, wie der jedesmal ftatthabende 
Fehler mittelft diefes Ausdruckes zu beurtbeilen und zu corrigiren 
fei. 

230. Legt man die Gleichung (41), Sntegralrechnung I Nr. 36 
zu Grunde, nämlich die Gleichung: 


bh 
Ss g(x)dx = o|4gla)+p a+w)+g(a+20)+ .. +o(b-0)-+4(b) } ‚ 


fo befteht diefelbe, wie in der vorhergehenden Nr. erwähnt wurde, 
nur infofern, ald unter » eine unendlich Eleinwerdende Größe ge 
dacht wird; feht man aber v ftatt &, wo v einen endlichen oder an- 
gebbaren Zuhlenwerth bedeutet, fo wird man ftatt der legten Glei⸗ 
dung folgende aufftellen müſſen: 


h 
S pa)dx = vigple) + glatv) + pa+2V) +... . 


+ gla+(o-1v] +4gb)} + R, (A) 
wo R die nunmehr notbiwendige Correction vorſtellt, mit deren Be 
ſtimmung wie uns nun zu befaflen baben. 

Sn Nr. 178, Gleichung 94 haben wir gefunden: 


mx 
Sin.(2k-+1)x _ 
S in, mi 


= a|4f(0) + fa) + fin) +. . + fltm-1)a] + fan)? , 
wo m irgend eine ganze, k eine ganze und unendliche großmwerbende 
Zahl und f(x) eine von x—=0 bid x = mx continuirliche Function 
von x bedeutet. 
Mit Hülfe diefer Gleichung gelangt man auch auf folgende: 


Sin.x 


mE 
Sin.(2k-+1)x (2) do 
H 


= n|4f0) “Kr + la) +. . . + ftm-1v] + 4imv)} , 
wo v was immer für eine enbliche Größe vorftellt; wird in diefer 
Gleichung 
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x in = und f(x) in g(x) 


umgefebt, fo bat man auch: 


Sin.(2k+1)= 
V 
— 7 o(x)dx = 
v 
= vf4glo) + glv) gar) +... + plmAv]+4gav)}. 
Stellt „ ebenfalls eine ganze Zahl vor, fo bat man auch: 
AV 
Sin.(2k+41) 
m 9%) dx = 


0 V 
= vH) AN Hg) +... + SICAÆ-VUv] Sů(: 
wird nun w Peiner ald m gedacht, fo daß m—A als pofitive, ganze 
Zahl auftritt, fo ergiebt ſich, durch Subtraction diefer zwei Blei» 
chungen, folgende: 


mv 


Sin.(2k+1) 
— 75 px)dx = 


Sin. — 
ur 


= vfjoluv) + pl(u+1)v] + olla+23v] +... + glm-Nv] +4pmv)} . 
Nenn num 
auavy=a m mv=b 
angenommen wird, fo geht die zulegt aufgeftellte Gleichung über in: 
b 


Sin.(2k+41) = 
nn y(z) dx = 


Sin. — 
a V 


= vf4gla) + glarv) + plar2v) +... + gb) - 400), 
oder auch, wenn noch: 
n=-u=n, field b=a+ nv 
geſetzt wird, in: 


b 
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b 


Sin.(2k+1)7= 
v 
| my o(x)dx =: 


Sin, — 
v 


= vj3g(a) + pla+v) + gla+2v) +... + gle+H(o-1)v] + 4g6b)] . 

Wird diefe Gleichung, in der alle Buchftabengrößen diefelben Be 
deutungen als in der obigen (A) haben, von diefer (A) ſubtrahirt, 
fo ergiebt fi, zur Beſtimmung der Correctionsgröße R, die Oli 


dung: 
b 
) Sin.2k+1)7°) 
R= v 
I — el Hx)dx, (B; 
V 


in der k eine unendlich großwerdende, ganze und poſitive Zahl ver: 
ſtellt. 
Aus dieſer Gleichung kann man einen in mancher Beziehung com 


plicirteren, jedoch zur numerifchen Beftimmung der Größe R ta; 


licheren Formwerth diefer Größe auf folgendem Wege ableiten. 

Für jeden ganzen und noch fo großen Werth der Größe r bet 
man die Bleichung: 

Sin.(2r+1)2—Sin.z _ 
2 Sin.z 

— Cos.2z - Cos.iz -+ Cos.6z + Cos.8z + . . . = Cos.2rz ; 
wird hier r als unendlich großwerdende und ganze Zahl angefehe, 
und gleich k gefeßt, dann 





S ſtatt z 
V 
angenommen, ſo hat man: 
Sin.(2k+1) r=u 
—_1-2 Cos. 27x 
Sin. v 
v ri 


wodurch der obige Werth von R in folgenden übergeht: 


ro b 
R=—2 > f gix) Cos. RX dr , 8 
v 
si a 
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wo das Summenzeichen Über alle ganzen Sablenwerthe von ri big 
r=00-fid) erſtreckt. 
E83 geht fonach die oben aufgeete Gleichung (A) über in: 


J ꝙ(x)dx = —————— — . +p[a+(n-1)v]-+44(b)} 
rm b 


— 2 > f op(x)Cos. Ari , 


r=1 -a 





oder wenn die Gleichheit: 


x—4a 


== Cos. 


Cos.2rı > nu Cos. zu + Sin ‚a Sin, fra 


beachtet wird, die, wenn zur Rechten vom Gleichheitszeichen 


a = AV 
gefet wird, mo eine ganze Zahl bedeutet, in folgende übergeht: 


x—a Irnx 


Cos.2rır = (os. 








’ 


fo nimmt die vorige Gleichung folgende Form an: - 


b 
5 plz)dx = vjjpla)+g(atv)t+g(a+27)+ .. +pl[a-+(n-1)v]-+44(b)} 
ro b 
23 f (x) Cos.2rn — dx . (I) 
r=1 a 
Don diefer Gleichung, die zuerft von Poisson mitgetheilt wurde, 
werden wir ausgehen, um die Eorrection abzuleiten, von der in der 
norhergehenden Nr. die Rede war. 


231. Legen wir ung zunächſt das in dem Ergänzungsgliede der 
Gleichung (D enthaltene beſtimmte Integrale: 


f "402)Con.2rn 22 dx, 


in welchem: 
b-a = nv 


ift, zur Reduction vor. 

Durch theilweifes Integriven, d. b., mit Zusiehung der Glei- 
hung (4) Nr. 38, erhält man, mit Beachtung des zulekt aufge 
ftellten Zufammenhanges zwifchen nv und b—a und mit Berückſich⸗ 
tigung, daß n und. r ganze Zahlenwerthe bedeuten, die Reductiong- 
gleidhung: 
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f ofx) Cos. Zr —- dx — = uf Yı(x) Sin.tre 3 r 


wo (x) den Differenzialquotienten von g(x) nady x vorſtellt; m 
da man durch diefelbe Behandlungsweiſe auch auf folgende Reduction⸗ 
gleichung gelangt: 


b 
f Fılx) Sin.2ra —- dx = 


b 
=. nb)- n ua i, 
= Eleb)onte)] + 3 [| m Con.2m 2 dr 


wo x) den Differenzialquotienten von gsx) nach x vorſtellt, ie 
bat man aud: 
b 
f g(x) Cos. 2rı — dx x 
j » 


= — — [Hıb)—gıa)] — 952) Cos.2rn "dx . 


Wird das befiimmte Integrale zur echten , nämlidy: 
b 








f pilx) Cos.2rx — dx, 


auf diefelbe Weife, wie das in diefer Nr. vorgelegte bebandelt, um) 
wird das Ergebniß in die zuletzt aufgeftellte Gleichung fubftituirt, ſo 
erhält man: 

h 


f (x) Cos. An dx = ne [Yılb) — ae) 





(gb) - ga)] 





5 





tn * f gulx) Cos. tra dx. 


Wenn in biefer Weife fortgefahren wird, erbält man allgemein: 
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b 
f (x) Cos.2ın — dx * 


* Dr 3 —— [$ı(b) = Yı(a)] 


* 


——— [F3(b) — 93(a)] 


 Onıi va 
+. er ro  [Pstb) — Dsla)] 
„er —EV 
+ a PX) Cos.2rr — dx, 
a 


wo der rte Differenzialquotient von (x) nach x durch @,(x) ange 
deutet wurde. 

Wird diefed Ergebniß in die Gleichung (I) vorangehender Nr. 
eingefebt, fo erhält man, mit Berüdfichtigung der Bedeutung des 
dort vorkommenden Summenzeichens, folgende Gleichung: 


f > y(x)dx = v|4pla)rgla+vV)+gla+2V)+ . . -+g[a+(n-i)v]-+-4p(b) } 
—— Klad-grla)] + Yılasb)--gxe)] 
- Ylykb)-gsa]li #. . 2 20 
+ (1) Yon [9om—1(b) — Fam] 7°“ 


so s 
Im 1 — 
+ 21°" (z) > | PanlX) Cos.2en — dx, (DW) 
1 a 


in der abkürzend 


V Samlratntet) 
Sr (2n)” gar _ 38 Pi 
gefeßt wurde. 

Die der erften Zeile dieſer Gleichung (IT) nachfolgenden Glieder 
geben die Eorrection an, falld man mit irgend einem endlichen Werthe 
von v die numerifche Beftimmung diefer erften Zeile voenimmt. Bricht 
man die Correctionsbeftimmung mit dem Gliede ab, das den Factor 
Vom trägt, fo bietet noch der auf der letzten Zeile diefer Gleichung 
befindliche Ausdeud Mittel dar, die Beichaffenheit des noch immer 
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ftatthabenden Fehlers zu erwägen. Bevor wir jedoch an die iz 
terfuchung über die Befchaffenheit dieſes Ausdruckes übergehen, 
wollen wie in der folgenden Wr. zuerft die Zahlenwerthe der Grin 
Ys, Y,, Ye, ... mittheilen. 

232. Vergleicht man den Werth von Y,. der vorangehenden M 
mit dem von U;,, wie jolchen die erfte der Bleihungen (5) Nr. 1% 
darftellt, fo erhält man folgenden Bufammenhang : 





zieht man noch die Recurfionsgleidyungen (y) Nr. 180, die zur de 
fimmung von U,, U,, U, -- . dienen, zu Hülfe, fo erhält me 
folgende Reihe von Recurfionsgleichungen: 


2 
Yo — — 
2v⸗ 


— 4 
4 u „I Yo —— 
Y, > 2» 12305’ 


24 29 6 
_ _ Yy — Yg om — 
2Y, tr ® 7 12.3456.7° 











1.2.3 1.2.3.4.5 

2 2. 22 —8 
sy. — Y + v. — — U- — ⸗— 
a * Taaaseı AA 
u. ſ. w., 
aus denen 

1 1 1 1 
Y=_ YV= — Y.= — Yy= fd. m. 
‚E55 Hg Tin Tante 


gezogen wird. 
Noch ſchneller gelangt man zur Kenntniß des aumeriſchen Werthes 
von Y,., namentlich wenn r irgendwie die Einheit übertrifft, wenn 
man das in Pr. 225 zur numerifchen Beftimmung von S, (Blei 
Chung (a)) Mitgetbeilte berüdfichtiget. Man erhält alsdann, wenn 
auch die Gleichung (d) derfelben citirten Nr. berüdfichtiget wird, 
4 


are 


wo die Zahlen: 





2, 3,5, T,:..0@ 
fämmitliche Primzahlen von 2 bis ins LUnendliche repräfentiren- 
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Sn Deeimalbruhform fügen wir bier noch die Werthe dieſer 
Größen bis auf die A6te Decimalſtelle bei 
\ Ya = 0,08333 33333 333333 
Y, = 0,00138 83888 888889 
Ys = 0,00003 30687 830688 
Ys = 0,00000 08267 195767 
Yıo = 0,00000 00208 767570 
Yız = 0,00000 00005 284190 
Yıs = 0,00000 00000 133825 
Yıs == 0,00000 00000 003390 
Yıs = 0,00000 00000 000086 
Yo = 0,00000 00000 000002 


welche Werthe in der Folge, bei numerifchen Beſtimmungen öfters 
zur Anwendung kommen werden. 


233. Aus der fihnellen Abnahme der Glieder der Reihe: 
Ye, Y4, Ye, Yg, Yo, 222 | 
beim Zunehmen der Stellenzeiger, erlaubt man ſich nur zu bald die 
Folgerung: es müſſe die in der Gleichung (II) Nr. 231, der erften 
Beile nachfolgende Eorrectionsveihe, zumal dann, wenn v einen echt: 
gebrochenen Zahlenwerth vorftellt, jedesmal die in Nr. 229 erwähnte 
Ergänzung darbieten. Dem ift aber nicht fo, menigftens in der All- 
gemeinheit nicht, wenn man den diefer Correctionsreihbe nachfol⸗ 
genden Ausdrud: \ 


ro 


Im 
2(- (&) > = Im f Pam(X) Cos.2ra 7% dr , 


* 
den wir hier und im ganzen Verlaufe dieſer Unterſuchung durch R, 
bezeichnen wollen, in Betracht zieht. 

Faſſen wir zu diefem Zwecke zuerſt den Fall ind Auge, wenn die 
Function @,,(x), für alle Werthe von x=a bie x—=b, Werthe 
mit gleichen Zeichen annimmt, fo befteht, was die numerifchen 
Werthe betrifft, folgende Ungleichheit: 





v=o® ma 

— 1 h 
X * 5 Fanlx) Cos.2ra ”— dx < > ‚m - Pam) dx, 
ri 1*1 


Raabe, Diff. u. Jut. Rechnung. 28 
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alſo auch, mit bloßer Beachtung der numerischen Werthe, folgeate 
Ungleichheit: 


X 426 ) >; Ss Taulx) dx ; 


und wegen der Bleichung: 
b 
S, Fam (X) d = Pam-ı(B) — Fam (a) ⸗ 


erhält man, mit Zuziehung des in Pr. 231 fetgeftellten Werthe⸗ 
von Ya, die Ungleichbeit: 

R, — Yon [Yon — m ve, 
welche folgendes Theorem begründet: 

Legt man die Gleihung (II) der eben citirten Nr. bei 
der numerifchen Beflimmung eines Integral zum Grur 
de; wird (x) für alle Wertbe von x=a bi8 x —b be 
ſtändig mitdemfelben Zeichen behaftetvorausgefeßt; unt 
bericht man die Eorrectiongreihe mit dem Bliede: 

N" Yon [Pam (b) — Fam. (a)] W 
ab, d. h. vehnet man den Werth des beffimmten Inte 
grals . 
JS ga) dx 
nad folgender Gleichung: 


b 

f awd«=v I4gla)rgla+v)tp/at2V)+.. +g[e+(o-1)v]-+1g0b)! 
— Ya [yılb) — ia] W + Yu [gb) — gxe)] v⸗ 
— Ye [psb) — gsla)] v6 + er 2 64 


tr 1 Yan [Fam (BD) — Pan (@)] v”-,() 
wo b—-a—nv ift, fo ift der hierbei gu befürchtende Fehler 
numerifch kleiner als dad legte Glied diefer Gleichung (a). 

Beim Statthaben diefes Falles ift ed nicht ſchwer das Increment 
v der Art zu beftimmen, daß das in Rede ftehbende Integrale, nad 
der letzten Gleichung gerechnet, einen Werth darbiete, der von dem 
wahren oder fehlerfreien Werthe desfeiben nur no um eine be 
ftimmte Größe, 3. B. um e„ differire. Man fege zu diefem Behufe: 
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Im — Yon [Pu (b) - (mn (a)] Lad ’ 


und rechne aus diefer Gleichung den Werth von v; fubftituirt man 
diefen Werth von v in die Gleihung (a), fo tft der numerifche 
Werth des legten Gliedes derfelben gleich &., folglich ift, nad) dem 
vorangefchichten Theoreme, der auf diefem Wege noch mögliche Fehler 
numerifch kleiner als z.. 

Findet aber die Bedingung, g20(x) habe von x=a bi x—=b 
beftändig dasfelbe Zeichen, nicht Statt, dann find auch fämmtliche, 
oben aufgeftellte Ungleichbeiten unzufäßlich, daher auch die aus den⸗ 
felben gezogene $olgerung, betreffend die Größe des Fehlers unftatthaft. 

Bevor wir ung jedoch an die Erörterung diefes Falles machen, 
wollen wir in der folgenden Nr., nach der Bleihung (a), einen fpe 
cielen Fall behandeln, bei dem die geforderte Bedingung, die Func- 
tion 9:.(x) betreffend, realifirt erfcheint. ® 

234. Folgendes beftimmte Integrale: | 

f en. dx , 
x 
wo a0 iſt, eignet ſich ſehr gut zu dieſem Zwecke. 
Man hat hier: 


ga(x) = eo ‚ 
x 
yıa)=— ar) , 
gsx) = (x+22+2)° ‚ 
x3 
gl) = — (air du 3.28 3.21), 
x 


X 
guX) = (arte 323.232), 
. X 


gu) = (-1)N [a Hkxk N kk—1) + .. Hklk-1)(k-2) . . 224] eT 
x 


Aus den pofitiven Eoefficienten der verfchiedenen Potenzen von x, 


innerhalb der Klammern der legten Gleichung nimmt man, wie aus 
der Lehre der Gleichungen bekannt ift, ab, daß diefer Ausdrud oder 
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die innerhalb der Klammern enthaltene Function von x für Tem 
pofitiven Werth von x verfchwinden kann; ferner nimmt man cs 
der letzten Gleichung ab, daß die Function a.(x) für alle Werm: 
von x=a bi8 x = oo ceontinuirlich fei: dadurch gelangen wir ı= 
Solgerung, daß g(x) und mithin auch 9:.(x), von x—=a bi x =x< 
keine Zeichenänderung erleiden kann, und daß lektere, nämlich zu(X), 
für alle diefe Werthe von x beftändig dag pofitive Zeichen trägt. 

Wendet man fonady die Gleichung (a) vorangehender Nr. auf das 
vorgelegte beftimmte Integrale an, fo bat man: 


- 
J le" "Te PR: in inf.! 
2 4 av a+2v a+-3V | 


e 


in _ 
a> 





— a 
— Y,(a-+1) — ve-+-Y,(a3-+ 38?-+-3.2a +3.2.1) 


+ (-1)" Y, [a + (2m-1)a?"? + (2-1) 20-2) a + .. 
... - (2m-I1)(2m-2)... 24] vi . (d) 
a | 


Dhne das in der vorangehenden Nr., über die Beſtimmung von 
v Mitgetheilte pünktlich befolgen zu müffen, gelangt man im ver: 
liegenden Falle, auf einem weniger befchwerlichen Wege, zu einem 
nicht minder genauen Refultate. Man bat nämlich, nad) der voran: 
gehenden Nr., wenn bei Feſtſtellung der lekten Gleichung der ne 
merifche Werth des Fehlers durch RA, angedeutet wird, die Un 
gleichheit: 

R. — 123. (m) Yu (t a —— 
nun ift: 
a a? an 


- + tr... tr ——— f} 
4 1.2 1.2.3. . (Zm-1) 


daher Hat man auch um fo mehr: 


2m 
R, = 4.2.3.. (2m—1) Yan?) : 


e' 41+ 


wird daher: 
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Im 
2, = 1.2.3... (2m—1) Y,. () 6) 
angenommen, fo bat man: 
RR. — 90 
d. h., wenn, bei irgend einer Annahme Über z., aus diefer Glei⸗ 
chung (8) der Werth von - ermittelt und in die Gleichung (x) ein⸗ 


gefeßt wird, fo ift der hierbei begangene Fehler numeriſch Heiner 
als zu, falls man in diefer Gleichung (a) mit dem den Factor Ya 
tragenden Gliede die Rechnung abbricht. 

Nimmt man z. B. 


an, ſo findet man: 


fr m=1, - = 0,001095& , 
,m=32, = = 0,0588566 , 
— 0,4712248 , 


v 
a 
L- 0,2645613 ; 
a 


erklaͤren wir ung für den Ießten Werth von 2, fo beſteht die Glei⸗ 
hung: 


n 
—v — 2 — Ivr 
(as + +++ inf. 
x 2a arVv a-+-2V a-+-3V 
a 


2 “ 
— Yy(a-ri)e”” () V. (aꝰ + 322 6a 6) e" () 
a a 
6 
— Ye (a5 -+ 52% -+ 2023 + 602? + 1202 -+ 120) e”” (2) 
a 


8 
+ Y, (a74726442a5t2100%8402°4252082450408+5040) e”* (*) ‚ 
a 


mit einer Genauigkeit, die ſich noch auf die fiebente Decimalftelle 
erſtreckt. | 


Da der Genauigkeitsgrad nur erchöhet wird, je kleiner man dag 
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Increment v annimmt, fo erflären wie und, um Erleichterun n 
der numerifchen Beftimmung zu erzweden, für die Annahme =. 
und wenn mit diefer Annahme nach der aufgeſtellten Gleichung t« 
fragliche Integrale ermittelt wird, fo muß fiy dasfelbe, wenigftr: 
noch in der fiebenten Decimalftele, ald genau beſtimmt heransſteller 
Der ganz fpecielle Fall a= 41 bietet folgende Gleiyung dar: 


—— 8, $,,.. 
= il 1 FH Im eat in int. 


2 var +2 ar ae iitn; 
die erfte Zeile rechts vom Gleichheitszeichen bietet, wenn von ter 
innerhalb der Klammern enthaltenen Bliedern die 50 erften nume 
rifch beſtimmt werden, dad Ergebniß: 

0,2231850 
dar, welches ſchon in der zweiten Decimalftelle von dem abweicht, da} 
die Sleihung (17) Nr. 201 für dasfelbe Integrale darbieten mıt: 
werden aber auch die auf die erfte Zeile folgenden vier Eorrections 
glieder numerifch beſtimmt, fo ergiebt fidh: 


f er — 0,2231850 — 0,0038018 — 0,2193832 , 
1 
und dieſes Reſultat weicht erſt in der ſiebenten Decimalſtelle von deu 
wahren Werthe des Integrals ab, welche Abweichung jedoch nur 
‚von der zu Grunde gelegten Logaritbmentafel berrühren Tann. 


235. Wir wenden uns nunmehr dem Falle zu, wenn die in der 


Gleichung (II) Ne. 231, im Schlußgliede vorfommende Sunctien 
Pen(x), beim Uebergange von x=a bis x=b ein oder mehre Mal 
den Zeichenzuftand Ändert. 

Wir eröffnen die Unterfuchungen mit befonderer Heraushebung 
der diefen Fall begleitenden Nebenumſtände. 

Die Bleihung (1) Ne. 230 konnten wir nur unter der Beldrän 
tung gewinnen, daß die Function g(x), von x=a big x—=b beftändg 











a — 





Sntegralvehnung IV. 235. 439 


continnirlich verbleibt, oder für Leinen diefer Wertbe der allgemeinen 
Größe unendlich groß wird; eben fo konnten wir den Uebergang von 
der Gleichung (I) zuc Gleichung (II) nur unter den Vorausſetzungen 
bewerkſtelligen, daß wir die abgeleiteten Sunctionen von o(x), nämlich: 
Fi), FR), EX), - +: Fam) , 

innerhalb derfelben Grenzwerthe von x continuirlich vorausfekten, 
ſonach fehen wir ung, berüdfichtigend den Umftand, daß 9.(%) von 
x=a bis x—=b Zeihenänderungen eingeht, zur Annahme gedrungen: 
unter den von x —=a big x=b vorfommenden Zahlenwerthen giebt 
ed einen oder mehrere, die die Function Hzm(x) auf Null bringen, 
oder ald Wurzeln der Gleichung: | 

Im) = 0 , (x) 
auftreten. .. Mt 

Don diefer Folgerung gehen wir nun aus, diefen Fall zu unter: 
fuchen und die Vorfchriften zu entwiceln, nady denen in vorkom⸗ 
menden Fällen diefer Art eine näherungsmeife Integration zu be 
werfftelligen fei. 

Die Integrationsgrenzen a und b haben wir, bis jet wenigfteng, 
als reelle Größen auftreten laffen, daher haben wir e8 auch nur mit 
jenen, innerhalb a und b fallenden Wurzeln der Gleichung (a) zu 
thun, die ebenfalls reell find und Beränderungen im Zeichenzuftande 
von 92.(x) bewirken. Stellt man diefe Wurzeln, der Größe nad) ge 
geordnet, durch: 

‚a 03, Ai, «« « O, 
dar, wo die Unterjchiede: 
ma, 1a, B—, + ihn b—a, , 
ſämmtlich, poſitive und reelle Werthe darbieten, fo wird jede der- 
felben, 3. B. die dem Zeiger g entfprechende, nämlich a, der Art 
fein, daß die Werthe der zwei folgenden Ausdrüde: 
Fam (% 0) Und 72.(&, + w) 
entgegengefeßte Zeichen tragen, die Größe @ mag noch fo Fein ge- 
dacht fein. 

Da, nady dem fo eben Feftgeftellten, die Function @,.(x) für alle 
Werthe von x=a, bid x = «,r. dasfelbe Zeichen trägt, fo zerlege 
man dag zwifchen a und b zu vollgiebende beftimmte Integrale in 
eine Summe von SIntegralien, deren jedes zwei der Zahlen: 


a, u, 09, 03,» 1 %ır b, (P) 
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die der Größe nach auf einander folgen, ald Grenzwertbe hat: da⸗ 
durch wird zunächft erzweckt, daß auf jedes diefer Partialintegralien 
die Gleichung (a) Pr. 233, wie das daſelbſt aufgeftellte Theorem 
ohne weiters Anmendung findet. Die in derfelben citirten Pr. ge 
gebene Vorfchrift, das einem beftimmten GBenauigfeitsgrad entfpre- 
chende Increment v zu ermitteln, wird dann auf jedes diefer Inte— 
gralien eigeng zur Anwendung gebracht werden müffen; und da jedes 
diefer Partialintegralien mit dem gleichen Genauigkeitsgrad ermittelt 
fein muß, fo bleiben ung, diefen Zweck zu erreichen, zwei Wege 
offen. Der erfte wäre: bei jedem diefer Partialintegralien dasfelbe 
Increment v zu Grunde zu legen, alddann aber wird, wie eine ein- 
fache Ueberlegung zeigt, die Bliederzabl der Correctiongreibe nicht 
überall diefelbe fein; der zweite Weg wäre: bei allen Partialinte- 
gralien diefelbe Gliederzahl diefer Correctionsreihe in Anfpruch zu 
nehmen, dafür aber jedes derfelben mit einem eignen Incremente 
zu beflimmen. 

Den zuletzt bezeichneten Weg fchlagen wir nun ein. Wir werden 
denfelben zuerft im Allgemeinen mittheilen, bievauf die befonders 
wichtigen Momente desfelben beleuchten und erörtern und zum Bes 
fchluffe einige befondere Fälle nach demfelben behandeln. 


236. Mit Zugrundelegung des in der vorangebenden Nr. Mit: 


getheilten, namentlidy der Bedeutung der in (8) vorfommenden Bud’ 
fiabengrößen,, hat man zuerft folgende Gleichung: 


b 
ſ46) dax 


04 ag 03 b 
a 04 ag x 


bezeichnet man die Ineremente, mit denen die Sntegralien zur Rechten 
‚gerechnet werden follen, in derfelben Ordnung, wie diefe ISntegralien 
auf einander folgen, durch: 

vo, Vi, V, 9%, Vi, oe. vVL 
und feßt man folgende Gleichungen feft: 
no vo = MR, 2 Yy = ga, DV = 308, ..2.1%, = bu, ’ 
"WO no, Di, De, .. . D, ganze und pofitive Zahlenwerthe vorftellen, 
fo hat man folgende Reihe von Gleichungen: 
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% 


f ꝙ(x) dx = 


a 
= vo 44 q (a) + g(a+vo) +g(a#2v) +. . 
en + gla+(no—1)vo] + 4 gta)} 
— Yalgılaı) — gla)]vz + Yulgalaı) — g3(a)] v$ 
— Yelgsaa—gsa)lv5 +... (A)"Y,, [Fam al) Famı2)] vo, 
03 
f g(x) dx = 
in 
= vulsgla) + glatvı) + gl +2v,) + . . 
. en. . + [at tv] + 4 g:(ag) } m 
—_Y% — — yılal)] v3 + Yu [gslas) — galaı)] vi 
— Velgsed-Ptad]vir.. + (1 Vz, Yan) Yen a] v2", 


b 
j f (x) dx = 
. F 
v. IMOCOG) + gay tv) FH) +. 
......l—1) I = +o(b) } 
— Yelgılb) — Hıla)]ve + Yu [quſbh) — gala,)] vi 
— Yelyskb)—gsa I] ver. 40-1)” Yanlf 2m BD) Fam I] VE”, i 
Beflimmt man die hier zu Grunde gelegten Incremente Yo, Va, 
vr, ... v, durch folgende Gleichungen: 
om [Tem ld) — Eomı(a) ] vn = =t%, 
Ya [Fam_ıla2) — Fom_ılaı)] ve 7 
Nom [Fam — Fom.1(@8)] vet; 
Zu (> 
Yon [Fam ) — Fauna] a = EN Emo 


Yon ma) — Fan) u = + (AK, 
in denen, mit Berückſichtigung der Gleichung: 


442 Integralrechnung. IV. 237. 


Fam (0) — Pam) = f Pon(z) dx , 


⸗ 
a 


wie des Umſtandes, daß die Sncremente reell fein müſſen, die oberen 
oder unteren Zeichen genommen werden müffen, je nachdem die Func- 
tion H2u{x) von x=a did x=—=a, pofitiv oder negativ ift, fo werden 
die obigen Gleichungen (y), und zwar jede derfelben, die betreffenden 
beftimmten Integralien mit einem gemeinfchaftlichen Genauigkeitsgrad 
beftimmen, von der Befchaffenbeit, daß bei jedem derfelben nur nod 
ein Fehler denkbar ift, der kieiner als die pofitiv angenommene Größe 
&m il. 

237. Aus den Bleihungen (3) vorangehender Nr., deren Anzahl 
k+4 ift, fann man eine, von den Wurzeln: 

X, 08, 03, +. & 

unabhängige Gleichung ableiten, die wir der Vollſtändigkeit wegen 
ebenfalls noch aufnehnten. 

Dividirt man diefe Gleichungen in derfelben Ordnung, wie fit 


aufeinander folgen, durch: 


2m Sm Sm Sm Zm 


und nimmt dann ihre Summe, fo ftellt fi) diefe angekündigte Glei- 


hung, wie folgt dar: 
Nom [92m _1(b) — Yon 1(8)] = 


. . k—i k 
— + En I_ — AI > 4 — 6 0 00 + 1) + —A 
ee Fan re vn | 


Der nicht felten vorfommende Fall, wenn man: 
G5m-.ı(b) = 9m) = 0 
bat, bietet folgende, noch einfachere Relation dar: 


4 1 1 (-1)82 (-1)* 
—_- +70: 1: + — + —m=0; 
ar ER 
für k=1 giebt diefe Gleichung: 
„„=%V, 


in diefem befonderen Fall wird die zu vollgiehende Integration de} 
vorgelegten SIntegrals, von x=a bi8 xb mit einem einzigen Ir: 
erentente bewerkftelliget; die Annahme k=2 bietet. folgenden Zu: 
fammenhang dar: 
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 _ 4 4 
2m — _ 2m Im I 
v, Vo v7, 


aus dem gefolgert werden kann, daß alddann das mittlere Incre⸗ 
ment va, oder jenes, mit welchem das beftimmte Integrale: 


ag 


fra 


a 
zu ermitteln ift, Eleiner ald die beiden andern, vo und va fein muß. 


238. Das in Pr. 235 Mitgetheilte führt der Fall, Hzm(x) gebe 
von x—=a bis a—=b Abwechfelungen im Zeichenzuftande ein, auf meh⸗ 
rere Partiglintegralien zurück, bei denen diefes nicht mebr ftattfindet, 
wodurch auf jedes derfelben das in Pr. 233 gewonnene Theorem 
ungefchmälert angewendet werden darf. Obfchon nun, in theoretifcher 
Beziehung, der Gegenftand als zur Genüge erörtert angefehen werden 
dürfte, bleibt doch, was die Ausübung diefes Integrationsverfahreng 
betrifft, wenn audy vom befchwerdevollen Befchäfte der numerifchen 
Beftimmungen abgefehen wird, in der Mehrzahl vorfommender Fälle 
ein Umftand in Betracht zu ziehen übrig, der eine Abweichung vom 
allgemeinen Verfahren nothwendig macht. Wenn nämlich die Wur- 
zen u, as, 9, &%, - - » & der Öleihung 92.(x)=0 incom- 
menfurabler Befchaftenheit find, fo find diefelben, wie bekannt, nur 
angenähert angebbar; alsdann aber kann und wird nur zu oft der Ue 
beiftand eintreten, daß der Werth des einen der oben bezeichneten 
Partialintegralien in die benachbarten zwei Partialintegralien, und 
umgefebrt, eingreifen oder überftrömen wird: wodurdy nach vollyo= 
gener Summation aller Partialintegralien ein fehleryaftes Ergebniß 
hervorgehen muß. 

Diefem Uebelftande fann nur durch ein Ubweichen vom allgemeinen 
Derfahren abgeholfen werden, das fich auf folgende, für fih ein- 
leuchtende Bemerkung flübt. 

Wenn irgend ein Integrale, mit einem beftimmten SIneremente 
nady Gleichung (a) Nr. 233 gerechnet, einem gewiffen Genauigkeits— 
grad entfpricht, fo wird diefer Genauigkeitögrad nur erhöhet, wenn 
unter übrigens gleichen Umftänden, dag Increment numerifch Heiner 
angenommen wird. — Gtellt man daher durch v die Eleinfte unter 
den, aus den Öleichungen (3) Nr. 236 gefolgerten Größen vo, vi, 
Va, +. v, bor, oder wird für v eine noch Fleinere Sahlengröße ange> 
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nommen, und ſetzt man diefelbe in die Gleichungen (y) derfelben Nr. 
ftatt der dort vorfommenden Größen vo, Va, Va, - + . Va, ſo wid 
jedes diefer Integralien mit einer Genauigkeit beftimmt erfcheinen, 
dergeftalt, daß der Werth des Fehlers bei jedem derfelben numeriſch 
feiner als ec if. 

Nimmt man fonady, unter diefer Annahme, die GSunme aller 
in (y) aufgeführten Integralien, und feßt die Sleichung: 

av b>a 


feft, fo bat man: 
b 

f px)dx = v |4pla)t+gla+vV)+pla+2v)+ .. +op[a+(n-1)v]-+4p(b)} 
a 


— Ys [gılb) — guta)] v? + Yılgskb) — gsla)] v* 
—- Yelysb)-gsa)]lve =... 20000. . 

+ (41) Yon Iα - Fam] vr, (a') 
welche mit der Gleichung (a) Nr. 233 der Form nach identifch, dem 
Weſen nach aber in Folgendem von derfelben abweicht. Während 
in der Gleichung (a) das Increment v willlührlicy und der, Fehler 
des nach derfelben beſtimmten Sntegralwerthes numeriſch kleiner ald 
dag leute Glied diefer Gleichung ift, ‚ftellt in der Gleichung (a!) das 
Snerement v den Minimummerth oder eine numerifch noch Kleinere 
Bahlengröße ald den aus den Gleichungen (3) gefolgerten Minimum: 
wertb der Größen Vo, Va, Va, . + . vVi dor, und die Größe dei 
hierbei noch möglichen Fehlers ift numerifch Feiner als die in den 
felben Gleichungen (5) enthaltene Größe e.. 

Bedenkt man ferner die Bleichung: 


h 
S Pom(X) dx = Pam—ı(h) — P,m-1(2) ’ 
fo ift unter der Annahme, die Function ps.(x) ändere von x=2 


bis x—b ein oder mehrere Male den Zeichenzuftand, der Fall denf- 


bar, daß man: 
om 1b) — Pom-ı(8) = 0 


babe; ja mit diefer Gleichung können auch noch die folgenden zu: 
gleich befteben: 
Pam 3b) — Pam-3(8) =0, Pam-.(b) — Tom-.5(8) =0,:.-.- 


....gMb) — ga)=0; 
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finden nun alle diefe Gleichungen Statt, fo geht die obige Gleichung 
Ca!) in folgende über: 


h 
S a(xz)dx = 


v S4g(@a)-Hg(a+vV)+plat+2v)+ .. +g[a+(n-1)v]-+4g(b)} , (at) 


von der ein Gleiches, was von der Gleichung (a!) ausgefagt wer⸗ 
den kann. 


239. Nach dem eben Dlitgetheiten handelt es fi um die Aus— 
mittelung des Heinften der Ineremente vo, Ya, Ya, «.. . V, der 
Gleichungen (ö), zu weldhem Zwecke die Kenntniß diefer fämmtlichen 
Größen nöthig ift; da ferner die Beftimmung dieſer Größen eine 
genaue Kenntniß der Wurzeln u, as, a, - - + 0, boraugfeht, 
diefe Wurzeln aber im Allgemeinen nur angenähert gegeben werden 
können, fo erachten wir es für zwechdienlich zuerft den Einfluß zu 
unterfuchen, den fehlerhafte Annahmen der Wurzelwerthe auf diefe 
Incrementenwerthe und namentlich auf den Minimumwerth der- 
felben ausüben. 

Eine bedeutende Erleichterung und Vereinfachung diefer Unter: 
fuchung gewährt die Nehnlichkeit, die die Gleichungen (d) unter ein» 
ander haben, welche bei diefer Unterfuchung zu Grunde gelegt werden. 
Gehen wir ſonach von der zweiten diefer Gleichungen aus, nämlich 
von der Sleichung: | 

Yon [ Fgm-.ı(2) — Fom-ı(ı)] v2m =-F En 
und ftellen die angenäherten Werthe von as und a, durd) a5 und a,, 
wie den denfelben entiprechenden Werth von vi durch u, vor, fo 
bat man auch die Sleichung: 

Yon [Paↄn⸗ 102ꝰ) — Pam 1(Aı)] um = = F en 
feßt man hier: 

3 ost be, a, =ath, 

wo h; und h, die numerifchen Werthe der Fehler der Wurzeln a; 
und a, vorftellen, fo hat man, mit Zuziehung der Zaylor’fchen Reihe, 
wenn die dritten und höhern Potenzen diefer Fehler vernachlaſſi get 
und die Gleichungen: 
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Pal) =O, Faulad) = 0 
berüdfichtiget werden, ftatt berfelben folgende Gleichung: 
Yon Pen zart ee Fi 
die auch, wie folgt, geftellt werden kann: 
Von Pan (a) Fan ılaı)] 144 —— — 
aus der, mit Zuziehung der bier zum Grunde gelegten Gleichung, 
die folgende gezogen wird: 


—MW 144 hi p,mı(a2) — bi gamrılan) " 


Fam_ıla2) — Pam. ılaı) 

Die unbeftiimmten, immer aber innerhalb der Grenzen — 1 m 
+ 4 enthaltenen Zahlenwertbe der Größen bh, und h, geftatten de 
Annahme: es fei der im Nenner der lekten Bleihung vorkommende 
Bruch numerifch Feiner ald die Einheit, d. b. man babe die Un 
gleichheit: 

h3 Foamı1(@) — Bi Famrıl 1) < +1: 
Pom-1(%2) — Pam 1a) 
wird nun diefe Ungleichheit feitgeftellt, fo kann man, bei DBernad- 
läffigung der vierten und höhern Potenzen von hs und h,, aus ber 
letzten Gleichung die folgende ziehen: 
venmnli-— ft ‚bi Pom+ıla) — bi ml) 
Am Fam 12) — (gm) 
die den Zufammenhang des Incrementes v, mit deifen angenähertem 
Werthe us darſtellt. 
Stellen wir nun durch: 
A, aↄ, as, By, - - - A, 
die angenäherten Werthe von: 
A, 09, 0%, Aa, : - « 
vor, und feßen: 
a ach, 8B=sath,» = th, .. 8, ea, tk: 
fo ſtellen: 
hı, ha, h;, h,, ... b, 
die numerifchen Werthe der Fehler der Wurzeln 


/ 
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. oA, 03, 03, Ad, - « « a, 
Dar; ftellt man ferner durch 
U, Ur, 0, U, oo. . U, 
die angenäberten Werthe von 
Vo, VvVa, v3, V, ve... Vv. 
vor, fo hat man, unter Vorausſetzung der Ungleichheiten: 
h? —E 
— — —*141 
Pam) — Pam _1(2) ’ 
h3 pgaıı(a2) — 62 Yamrı(Cı) 
Pam-1(03) — Pam_1(aı) 
h3 Qamrı(83) — 63 Pamyı (R2) 
Pam _1(%3) — Pau —1(R3) 


<ztr1i, 


<zt1, 
(&) 
h2 Yamı(%) — Bilı Pont (%_1) <+i, 
Pam 1%) — Pan _ı) 
— hi Yomyı (%% ) 

Prm-ı(P) — Pom-ı (&%r) | 
und bei Vernachläſſigung der höhern Potenzen ald die zweiten von 
ha, ha, ha, » » . br, folgende Gleichungen: 
vo —X 


Am Pam la) — Pꝛↄm-i(a) 


—2X*41 


_ vw B9amı(a) — Bi Yamyı(Cı) 
u = 


4m Pom (2) — P.zm_N1(cı) ’ 
vo h3 Yomy+ı(®3) -—b Pom+1 (2) 
4m Dom) — Pam ı(R2) 


_ _'i, hi Pomı1(9%) — bi_ı Pemtıl% 1) 
Am —E Pen, — 
vx — hi ν) 
am — 
die uns über den Genauigkeitsgrad der angenäherten Beſtimmungen 


der Ineremente, wie der Verfolg zeigen wird, genügenden Auf: 
ſchluß geben. 
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Daß die Unterfchiede: s 


Bd, UV, U—V, oo... — U, u i 
im Vergleiche mit den zu beftimmenden Incrementen vo, Vi, Ya... 
Ye_ı, 9 dußerft Bein find, folgt aud diefen Gleichungen in Der: 
bindung mit den denfelben vorangehenden Ungleichheiten; deutlicher 
wird aber die Einfiht in die Beſchaffenheit diefer Unterfchiede, wenn 
wir erft den in der folgenden Nr. zu begründenden Sag vorgeführt 
haben werden. 


240. Sämmtlihe Unterfchiede 

Ud — Vo, UV, W—V,:. Ui Yo uU, — 7, 
der Bleihungen (£) vorangebender Pr. haben pofitive 
Werthe. 

Wir begründen diefen Gab folgendermaßen. 

Da die Function 99„(x), unter der gegenwärtigen Annahme, beim 
Vebergange von x=a bis x —b Zeichenänderungen eingeht, fo feen 
wir voraus: diefe Functionen haben von x=a bi x— a, pofitive, 
von x=a., Mid x=a, negative, von x—=as; did x— as poſitive Werthe 
u. f. w., alddann bat diefelbe Function von x—=a,_, big x=a, 
Werthe, die dem Zeichen von (-1-1 und von x—a, bis x—b 
Werthe, die dem Zeichen von (-1)* entfprechen. Diefe oder die ge 
nau entgegengefeßte Annabme muß Statt haben. Laſſen wir vor 
der Hand die entgegengefeßte Annahme unbeachtet und berückfichtigen 
die folgenden Gleichungen: 


Dom (as— ©) = 0 —EX ’ Pa (ag+w) = +0 Paa+1(%2) N 
Pon (030) Z — Pal) ı Pan (23540) = + wP,r1(03) ı 
Pau - 0 pr) ı Pan. to) = tw Pontı(@r) ⸗ 


wo » eine unendlich kleinwerdende Größe vorſtellt, fo ſtellt ſich, wenn 
noch überdieß die unendlich Heinwerdende Größe &, als pofitiv an 
gefeben wird, für Yam+1laı) ein negatives, für Yanyılas) ein Pol 
tives, für Hom+ılas) ein negatives Refultat u. ſ. w. heraus. Stellt 
man die Ausdrüde Hem+ılaa), Pam+1(@2), » » Pam+ıl®) in horijons 
taler Reihe auf, und unter jedem das demfelben zugehörende Zeichen, 
fo erhält man folgende Anordnung: 
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Pomrıl) » Fam+ı(%3) » Pam+1(83) , + + +» Pamrıl) - 
_ + — (-2)* 


Serner beftehen folgende Gleichungen: 


oA 
Pom_ 1) — Yon (8) =f Pam(X) dx, 
a 


Pam (02) — Pam _1(01) =f Pom(X) dx, 
ei 
03 
Pam (a) — Pam. 1(R3) =[ PX) dx , 
ag 


ee ee ee. 8 [ee a ae .:2 ee 8 8 8 8 © 


Pam) — Pym-ı(%) =[ Pan(X) dx ; 
y 
daher ergiebt fi) auch folgende Anordnung: 
Pan) Pau 1(8) „ Pam) Pan dr Pam [AI Pen _ı(RE ), 
+ — + 
 ..— Pam) — Yon) , 
(-1)* 
wo jedes Größenpaar und das unter demfelben fiehende Zeichen auf 
gleiche Weife, wie vorhin zufammengebören. 

Da man bei der unbeachtet gelaffenen, entgegengefeßten Annahme 
der Zeichenzuftände der Function g(x) von x=abid zx—=b auf 
folgende Anordnung gelangt: 

Pomtıl) + Pomrıla2) » Pam) + * · Pomrıla) 
+ — + (-1)*t 
wie auch auf: | 
Pan UI Pen) ı Pd Pen _ılr) , Parma) 1a), : 
_ + — 
..... Pan 19,1%) ’ 
(ch 
fo find wir zur Folgerung berechtiget, daß in den Brücken der Gleis 
dungen (£), unter beiden Annahmen, die Zeichen der Zähler denen der 
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zugehörenden Nenner, entgegengefeht find; und da vor jedem biefer 
Brüche, der Reihe nach, die negativen Factoren: 
— 2) — Yı — v⸗r 
m’ m mt 
fiehen, fo fließt fofort die Richtigkeit des angekündigten Satzes. 
2441. Die für den vorliegenden Zweck dienlichen Folgerungen aus 
den zwei vorangehenden Ten. wollen wir hier geordnet zufammenftellen. 
I. Unmittelbar aus dem Gabe der vorangehenden Nr. fließen die 
Ungleichbeiten: 
vo — uo, Vu, 9 us, · vV. U., (n) 
aus denen wir erfehen, daß die durch angenäherte Wertbe der Wur⸗ 
zeln a, as, as, . . » a, erlangten Incrementenwertbe ſaͤmmilich 
größer, als die refpectiven unbekannten und genauen Werthe 'diefer 
Sneremente. 
II. Aus demfelben Sabe mit Zuziehung der Lngleichheiten (e), 
wie die Gleichungen (£) Nr. 239 fließen auch folgende Ungleichheiten: 


v v v 
3 una, B-nrn<ı,- 


V 


und um fo mehr, wenn bie obigen Ungleichheiten (7) beachtet werden, 


u-n<mrun<i,ru nd, .... 


aus denen endlich die folgenden gezogen werden: 


4 1 
>u(! - 4). „2% (« -4). > (ti 2 


-35. (8) 


Während die Ungleichheiten (7) die oberen Brenzwerthe angeben, 
geigen die fo eben aufgeftellten Ungleichheiten die unteren Grenz 
werthe der Incremente Vo, Va, Ya, Var ... Ye an. Aus den Auberft 
Heinen Unterichieden diefer obern und untern Grenzwerthe, die fol 
gende Reihe darſtellt: 
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% u u⸗ U. 

ZB Zr gro 
entnimmt man zum beften den hohen Genauigfeitsgrad in der Be⸗ 
flimmung der Incrementenwerthe mit nur angenäberten Werthen 
der Wurzeln ui, a2, os, » « + &%- 

III. Mit Zugiebung der Ungleichheiten in (3) läßt fich jedesmal 
eine Zahl angeben, die größer ald Null und numeriſch Eleiner als 
das Eleinfte der Incremente vo, Va, Va, V35 ... Ye ifl. 

Wenn u, die fleinfte unter den Größen wo, 14, ug, Us, . . . U, 
ift, fo hat man, wenn die derfelben unter den Incrementen vo, Va, v2, 
vz, 0. 0. vy entfprechende durch v, angedeutet wird, nach II, die 


Ungleichheit: 
| 1 
Vp — up — 5) . 


* 


„Zſt nun v, die kleinſte der Größen vo, vi, Ya, » . vr, fo ſtellt 


der Ausdrud zur Rechten diefed Ungleichheitzeichend den angekün⸗ 
digten BZahlenwerth vor. Diefer Zahlenwerth hat aber auch dann 
noch die eben erwähnte Eigenfchaft, wenn gleich eine andere als v,, 
3. B. v, die Heinfte der Größen vo, va, Va, «+ + v, iſt. Geſetzt 


. alfo v., fei die Mleinfte unter den fo eben aufgeführten Größen, und 


u, die derfelben entfprechende unter den Größen wo, 14, Us, . 


.. ug, fo wird man vermöge der Ungleichheiten (3) folgende haben: 


_ 1\. 
Ve —- 2, (4 — =) 3 
vermöge der Vorausſetzung iſt u, —u,, daher hat man um fo mehr: 
>, (4 — a) ‚ | 
d. 5. derfelbe, vorhin erwähnte Ausdrud thut der Aufforderung, 


kleiner als das Minimum unter den Größen vo, Va, Va, .. Va zu fein, 
ein Genüge. | 


Stellt man fonach die Gleichung: 
v=u, (« _ 5) (x) 


feft, wo u, die Heinfte unter den Zahlen wo, us, u, . . + u, ift, 
fo wird v Eleiner ald das Minimum unter den Incrementen vo, va, 
Vs, 0. 0 % fein. 
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242. Die in den Iekten Pen. gewonnenen Refultate füpen i 
fämmtlich) auf die in (e) Nr. 239 aufgeftellten Ungleichbeiten. Haͤn 
wir eine derfelben, 3. B. die folgende: 

4. h Fam+ı (41) — BP +1 (©) <+ı 
Pam (a pt) — Fon _1 (0, ) 
heraus, fo wollen wir bier Einiges zur leichteren Beurtheilung ke: 
felben mittheifen. 

Nah Ne. 240 bieten die Ausdrüde: 

Pom+1 (Rp) und 994, (0,) 
Reſultate mit entgegengefehten Zeichen dar; wird daher ned die 


Annabme: 


gemacht, fo wird die vorgelegte Ungleichheit um fo mehr Ratthabe, 
wenn man die folgende: 
‚Prm (%p+1) — Pam +1 — ) h<+4 
Pın—1 (@n+1) — Pam, ) F 
zu realiſiren fucht, d. b., wenn man den Werth des Austruds 
links numerifch kleiner ald die Einbeit macht. Nach Nr. 280 willen 
wir aber, daß diefer Ausdruck zur Linken einen negativen Werth bat, 
daher kann flatt der letzten Ungleichheit die folgende geſetzt werde: 
Pamr1(&p) — Prm+ı(@p43) p2 
gut pr m fi prR} 1. 
Pzn-1(&,41) — Pam.) 7 < 
Wird bier, nad) Nr. 239, 
=, Fb, —a, Fir 
gefegt, wo a, und a,+, angenäberte Werthe von a, und a4], IM 
bh, und h,;ı die numerifchen Werthe der denfelben entfprechende 
Sehler vepräfentiven, fo echält man, bei Vernachläſſigung der dritten 
und höhern Potenzen diefer Fehler, folgende Ungleichheit: 
Pgm+1(a,) — Pamrı (A, +3) h2 
<4i 
Porn Apr1) ” Pam) 7 ' 
aus der 
h3 < 2, Pen (a,+3) — Pam (A, ) 
Pamtı(ap) — Prarı (d,r3) 
gezogen wird, 
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Die Größen a, und a,,ı find immer ald befannt anzufeben; von 
den Werthen der Größen bh, und h,,. find nahe liegende Grenzen 
anzugeben möglich; findet ſonach die letzte Ungleichheit Statt, fo, 
Tann man zur Beſtimmung der Größe u, fchreiten; im entgegen- 
gefeßten Falle muß man die Fehler h, und h,4. zu verringern, d. h., 
den Genauigkeitsgrad in der Beflimmung der Wurzeln &, und an+r 
zu erhöhen ſuchen. 

Iſt man nun für alle Werthe von p=1 bi8 p—=k— 1 vom Gtatt- 
baben der zuletzt aufgeftellten Ungleichheit überzeugt, fo kann man 
zur Berechnung der Größen us, u2, Us, . + » uy_, Übergeben; ferner 
bat man, bevor zur Beſtimmung von u, gefchritten wird, die Rich- 
tigkeit folgender Ungleichheit zu unterfuchen: 

h? — g.Pm- (a) — Porn (81) 
Pam+1(2ı) 
und, bevor die Beflimmung von u, vorgenommen wird, muß fol 
gende Ungleichheit: 
b? — g,Pin-1 (24) — Yom-ı(b) 
' Pam +1 (9%) 
realifirt ſich herausſtellen. 

243. Zur leichtern und ſchnellern Ueberſicht der in dieſem Pa- 
ragraphen gewonnenen Ergebniſſe laſſen wir hier eine gedrängte Zu⸗ 
ſammenſtellung derſelben folgen. 

Zuerſt hat man folgende Gleichung: 


b 
f olx)dx = v | 4pa)-+pla+v)+pla+2v)+ tg [a-+(n-1)v]-+4g(b) } 
a 


— Ys [gılb) — gıla)] v? + Ylgsb) — 95(a)] * 
— Velgsb)—ga)]vi + . 
(A N [Fan — Yard] , (A) 
wo n eine ganze, pofitive Zahl und 
nv b=a (B) 
it. Um die Größe v, die wir beftändig Snerement nannten, der- 
geftalt zu haben, daß der nad) diefer Gleichung (A) beftimmte Werth 
des Sntegrals höchfteng einen Fehler zulaffe, der kleiner als eine 
gegebene Zablengröße =. fei, muß die Gleichung: 
u) =0, (C) 
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in Bezug auf jene reelle, innerhalb a und b fallende Wurkls z 
terfucht werden, die Veränderungen im Zeichenzuſtande der Funce 
Oom(x) hervorrufen. 

Im Galle der Abmwefenheit folder Wurzeln beſtimme man = 
folgender Gleichung : 

Y [g:-1b) ga ve, 2 
den pofitiven und reellen Werth von v, und wenn diefer oder cı 
noch Fleinerer, aber pofitivee Werth für v in (A) eingefekt ml, 
alddann ftellt diefe Gleichung den gefuchten Integralwerth mit te | 
oben erwähnten Genauigkeit dar. Ä 

Wenn aber die Gleichung (C) dergleihen Wurzeln darbietet, cs 
dann flelle man die angenäberten Werthe derfelben durch: 
a, 2, a, My 00. A, 
vor, fo daß man: 

a? — a a a al... af — bB2 
babe; ferner bezeichne man die Fehler diefer Wurzeln, in derfebe 
Drdnung, durch: 

bh, ha, ba, u, ... b, 
fo müffen diefe Fehler folgenden Ungleichheiten genügen: 


P.m-1 (a) — P.,n—1 (a) 


b2 — 2. 
Po + (A) 


⸗ 
Pam_ı(a2) — Pam (Aı) 


h2 ode hd — 2,20 , 
Pam+ ı (A) — Pæm ꝓ a(a2z) 





Pen _1(R3) — Pom_ı (a2) 


h2 oder ha — 2. un 3 Pin 
Pgm+1(932) — Pam+1 (33) ) 


Pam-1(%) — Ppm-1(%_1) 

Pam+ı (%-1) — Pam) ’ 

Pam) — Pam (h) 
Pam +1(%%) 


b2 oderh? , — 2. 


h} — 2. , 
ſo, daß dort, mo zwei aufeinander folgende Fehler, links vom Un 
gleichheitszeichen vorfommen, jedesmal der größere zu nehmen if. 

Hat man fih vom Statthaben diefer Ungleichbeiten überzeugt, I 
gebe man zur Beftimmung der Größen: 
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%, m, WW, Bo... 

- mit Hülfe der folgenden, Gleichungen über: 

Y% [a0 — 9.1? ee, 
Yin [f2m-1(a) — Fan ıa)lum =, 


Yan Ina) — Inu en, 


L} 0 0 — — (F) 
Yan [Fam _1(Rr) — —E un = Er 
Vz. [amıb) — Fam 1a)? u = u; 
ftellt u, die kleinſte dieſer Größen vor, fo iſt, wenn: 
vv u, (@ — =) (G) 


angenommen wird, diefe Größe v oder jede noch kleinere und pofi- 

tive Zahlengröße das in die Gleichung. (A) einzufeßende Increment. 
Die folgenden Nrn. beftimmen wir noch dazu, den zulekt bier auf⸗ 

geführten allgemeinen Fall auf zwei beföndere Fülle anzuwenden. 


244. Das beflimmte Integrale, das wie zunächſt der Beflimmung 
unterziehen, ift folgendes: 


5” ee" dx; ; 


da wir zu diefem Zwecke die ſucceſſiven Differenpiafquotienten von 


e herftellen müffen ‚ fo wollen wir, bevor zur Beftimmung dieſes 
Integrals Übergangen wird, den nten Differenzialquotienten der Func⸗ 


tion e ,‚ vo a eine beliebige, von x independente Eonftante bedeutet, 
herftellen. 


Stellt man durch H(x) diefe Function und durch aux), @e(x), 
PS (x), ... 9a(x) den erften, zweiten, dritten und nten Differen- 
alustienten diefer Function vor, fo bat man: 

g(&) = * N 
ax? 
Gılx) = 2axe ‚ (a) 
3x) = [(20)?x?-+2a] e" , 
ꝙS x) = [(2a)?x? + 3(22j%x] e”’ , 
und um or(x) zu gewinnen, fihlagen wir folgenden Weg ein. 
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Stellt a irgend eine von x independente Größe vor, md fat 


"man: 
fix) = (Ii+ax)p(x) , (b) 


fo gelangt man durch fucceifive Differenziation der Ausdrüde Int 
und vechts vom Gleichheitszeichen auf folgende Gleichung: 
f(x) = (1+0x)p, (x) tnagp,_ı(X) 
wo f,(x) den nten Differenzialquotienten von fx) nach x vorfellt. 
Berücdfichtiget man die zweite der Gleichungen (a), fo kann ma 
die Gleichung (b) auch folgendermaßen ftellen : 


f(x) = o(x) + 5 Yılz) ; 
differenziet man bier, links und —* n mal nach einander nad) z, 
fo ergiebt fi: 
fx)=g,(x) + 3a = Pn+1(®) ’ 
welche Gleichung, mit der borigen vergfichen, auf folgende Re: 
fion führt: 
5; Pn+1(X) = axgp,(z) + nap, 1X) , 
‚oder auch, nach Weglaffung des gemeinfchaftlichen und willkührlichen 
Bactord = und nach Umfehung von n in n + 1, auf folgende: 
Pn+3(X) = 2axp,,ı(X) + 2alnt1)y,(z) - (e) 

Diefe dreigliederige Recurfionsgleichung, vereint mit den Glei⸗ 

chungen (a), werden und den Ausdrudf für ꝙ. (x) darbieten. 


Eine aufmerffame Betrachtung der Gleichungen (a) führt zur Fob 
gerung, daß n.(x), wie folgt, angenommen werden darf: 


(X) = x) gu’ 

wo X eine unbekannte Function von x norftellt, die ganz, rational 
und vom nten Stade fein muß. Diefe Function zu beſtimmen, ftele 
man durch X und X”) den erften und zweiten Differenziafquotienten 
von X") nach x vor, alsdann- aiebt die Iete Gleichung, Durch jwer 
malige Differenzistion nach x, folgende zwei Gleichungen: 

Pur (X) = 2axX") ei. x) er” , 

Pn+3(X) = [(2a)?x? +28] xl.’ + hax X") e* x) er”; 


s 


u = 
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fubftitwirt man diefe Ergebniffe in die obige Gleihung (c), fo erhält 
man, nach Weglaflung des gemeinfchaftlichen Factor er’, folgende 
Gleichung: 
x) 2 2axXe) _ 2x9 — 0, (d) 

die wir zur Beftimmung von X benützen werden. | 

Wir baben fchon bemerkt, daß X” eine vom nten Grade, ratio 
nale und ganze Function von x ſei; bei noch näherer Betrachtung 
der Bleichungen (a) überzeugt man fich auch von der Richtigkeit fol- 
gender Annahme: 

6 


x) — (Bye, ru tar... (e) 


wo der Ausdrud zur Rechten, bei der Annahme n fei eine gerade 
Zahl, mit den Gliede a, und bei der Annahme n fei ungerade, mit 
dem Gliede a,_,.x fchließt. 
Es erübriget ung fonach nur die Beftimmung der von x indepen- 
denten Eonftanten: 
aa, A, 6, By, oo 0 3y 


. zu deren Kenntniß wir mit Hülfe der vorigen Gleichung (d) geführt 


werden. In der That findet man, durch Differentiation der Glei- 
hung (e)., | 
x) — (Say Tan Han) rue Te... 
x) = (2a) n(n-1)2”? + 240-2) (n-3) + aun-Hin-s te... , 
und da duch Gubſtitution dieſer Werthe in die obige Gleichung 
(d) diefelbe identifch vealifivt werden muß, fo ergiebt fich folgendes 
Syſtem von Gleichungen: 
2.2ang = n(n—1)(2a)" , 

2.kaa, = (n—2)(n—3)az , 

2.6a2; = (n—k)(n—5)a, , 

2.8.aa3== (n—6)(n—7)ag , 

2.2kaa,, = (n—2k-+2) (n—2k-r1)a,.,_,; 
werden diefe Gleichungen mit einander multiplicivt, fo erhält man: 
(2a)%.2.4.6.8 . . . 2ka,, = n(n—1)(n—2Xn—3) . . (n—2k-+1)(2a) , 
aus ber 
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%, = —. (a—k) (n—k—1)(a—k—2).. . . (n—2k+1) () | 


gezogen ieh. 

Behält man die in Gleichung (e) angenommene Bezeichnung ie 
Eoefficienten von x für den Fall bei, wenn n gerade ift, und fr 
mithin: 

x) —_ rt tr, rn; 
ftelt ferner in dem alle, wenn n ungerade ift, diefe Coefäciente 
durch: 


ag, RM, Mr ce An 


vor, d. h. feßt man: 


x@-9 —_ (2a)’°-1 xν "7,7% sun SET re ... „7 Fuer Sr 
alsdann giebt die vorige Gleichung folgende zwei Gleichungen: 


a. = a (20 (2n—k)20—k—1)(20—k—2)... (20-2) 


ma keönym-3k-1 (2n--k—1)X2n—k—2)... (2n—2k) 59) 
oder auch, mit Beachtung der Gleichungen: 
2n\ _, / 2n n-4) _ 220—1 
Me er). 
und nah Vollziehung einiger Reductionen, die folgenden: 


a a (2a) Rckri)(k+2)(k#3) . . . 2k a) 


= ak (da) ° I ck-)(kH2)(k+3) . . . 2k (5) 


Die erfte diefer Gleichungen beftebt für alle von k=0 big k=ı 
und die zweite für die von k=0 bi k=n—4 enthaltenen ganpı 
Zahlen. Dan bat alfo: 


x) — (2ax)® + 2a (%) (ꝛaxyſfn 4 3.4.09 (%) (2ax)" 
+ 45. sr an + + 5.6.7.8 (%) (Jax)” "+. 


ern. + (ori)(n-+2)(n#3) . . . 2na" (2) N 
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xM@-D _ (Gaxy"-i.r 2a (5) (Zax)?°-3 + 3.482 (er 9) ax" 


+ 4.5.62 (7) (2ax)” 7 + 5.6.7.8 a6 (7 9) (20x)ꝰ - + 


... + n(n+44l)(o-H2)... (20—2) ar (223) 2ax , 
Daher hat man auch bei der Annahme: 
9(5) = e=” ’ 
folgende zwei Gleichungen: 


(Zaxy?r-1 + 2a (7) (Zax)=—? 


anna a 4 san? aan +00? Ka eerꝰ ch 


+ nla+)nr2). — 


(dax)” + 2% ) (2ax)”"? 
98) = (+ 3.48 (ent *+ 45.683 (nt. erg) 


. ..-+(n+4)(n-+2)... 20 (3) | 
die für jeden ganzen und pofitiven Zahlenwerth von n und für jeden 
denkbaren, aber von x unabhängigen Werth von a beftehen. 


25. Um nun das anfangs der vorigen ir. vorgelegte beftimmte 
Integrale angenäbert darzuftelen, haben wir zuerft die beiden Gleis» 
chungen (f) und (g) derfelben Nr. für die Annahme a=—1 ums 
zuformen; diefe Bleichungen geben unter der Vorausſetzung: 

oz) = J , 
folgende zwei Gleichungen: 


(25re⸗a — 2 59 (2x)- 
Pan.) -3. (ana 5. (et. . eo. 


...+ (-4)°7 D»{n-+1)(n-*2). . (20-2) (223) 2x 
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9X) = (+ 3.4 (*) (2x) + — 4.5.6 8) (at... )e“. 


...... + (Aa ar2) ... 2 (32) 


Legt man zur Bellimmung des fraglichen Integrals Die GBleichun; 
(A) Nr. 243 zum Grunde, und bricht man in diefer Gleichung de 
Rechnung mit dem Gliede ab, das dem Zeiger m & entfpridt, 
fo erübriget noch, nach der Gleichung (C) derfelden Nr., die reellen 
und pofitiven Wurzeln der Bleichung: 

gsx) = 0 
aufzufuchen, die, im vorliegenden Falle, in der folgenden Gleichung: 


(22% — 2 (%) (2x) + 3.4 () (2x)? — 4.5.6 (%) (2x)2 + 5.6.7.8 () =0 


enthalten find, oder auch nach Abkürzung diefer Gleichung mit 2* m 
der folgenden : 
16x85 — 22426 + 840x? — 840x? + 105 = 0 ; 
feßt man bier 2x?=y, fo hat man: 
y’— 28y? + 210y? — 420y +15 =0. 

Sämmtliche vier Wurzeln diefee Gleichung find reell und pofitiv; 
diefelben liegen zwifchen O und 4, zwifchen 2 und 3, zwifchen 7 und 8 
und zwifchen 17 und 48; von der erften diefer vier Wurzeln über 
zeugt man fi) fehr bald, daß Ddiefelbe auch zwifchen O und + ent 
balten fei; bedenkt man noch Überdieß, dag man 

2x?=y,afo <= 144 
bat, fo liegen die pofitiven Wurzeln der Gleichung vom ten Grade 
in x zwifchen O und $, zwifchen 4 und 4,224, zwiſchen 1,870 un 
2 und zwifchen 2,945 und 3. Setzen wir dem gemäß: 
sah, as mi, , =2d a. —3, 
wo au, as, a5, a, angenäherte Werthe der pofitiven Wurzeln der 
Gleichung vom Sten Grade in x find, fo bat man: 
<a, on, md I, 

wo h,, ba, ba, hi Die Fehler dieſer angenäherten Wurzelwerthe 
vorftellen. 











a 
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Diefe Werthe von as, As, a; und a, in die Ungleichheiten (E) 
Pr. 243 eingefeht, bat man, wenn aus der erſten der zwei obigen 
Gleichungen die Werthe für gr{x) und gsx) abgeleitet werden, die 
Richtigkeit folgender Ungleichheiten zu unterfuchen : 

86,774568 
bi < 730,23829776 ” 


29 „3 _86,774568 


. A ‚9 
h3 oder h2 < —— 3 ei 
335 „, 3 730,23829776 
e 10 > 009 


h3 oder h3 < — — ⸗ 
et e 


813 
| 3 CE, 
"db. manmuß - 
h2 — 0,118 , h3 ode h?2 — 0,106 , 
h3 ode h2 — 0,095 und h2 — 0,191 , 
oder 
hi = 0,34, ha oder ba — 0,32, hs oder hs — 0,30, h. — 0,43 
haben; diefe Ungleichheiten finden aber nad) den oben feitgeftellten obern 
Grenzwertben diefer Größen Statt, daher kann auch, nad) den oben 
für 3, 85, a5, a, angenommenen Wertben, zur Beltimmung der 
Größen w, us, Ug, Us, us, mittelft der Gleichungen (F) Nr. 243 
gefchritten werden. Gebt man in diefe eben citirten Gleichungen: 


7 


und berückſichtiget man den Werth von V, aus Nr. 232, fo geben 
diefelben, da man m=4 und: 
Ya) = 380,669, arlas) = — 170,696 , 
era) = 56,852, pa) = — 4,819 , 
wie endlich 
qna) =0 md gb) = 0 
bat, folgende Werthbefimmungen: 


L 
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u = 0,365, u = 0,349, us == 0,3%, u; —= 0,459, us, = 0,6%: 
und da u, den Eleinften Werth bat, fo feße man, nach (G) Nr. 25. 
v=u(i-}Y)= 030 . 
Nehmen wir zur Vereinfachung der Rechnung v— 2, an, fo cc: 
die Bleichung (A) derfelben Nr., da fämmtliche Glieder der Ex: 
rectionsreihe derfelben verfchwinden, in folgende über: 


ri vjyr ehe er .. F, 
0 


wo, bei der Annahme v—%, die innerhalb der Klammern entt:: 
tene Reihe von Bliedern fo lange ſortzuſhen it, bis man auf er 


Glied gelangt, das Meiner als e, oder ald F ik 


Mit Bugrundelegung einer ſebenſtelligen Vanrit hmentefet findet 


man, wegen: 
Log.e = 0,43129448 


folgende Refultate: 


4 = 0,5000000 , en _ 0,0124552 , 

e”’ = 0,9139310 , es” — 0,0031511, 
e-r)” — 0,6976763 , en” — 0,0006823 , 
ein? — 0,4uu858L , en” _ 0,0001234 , 
e-{n” — 0,2369277 , er)? _ 0,0000186 , 
e-{n” — 0,1053992 , . en” _ 0,0000024 , 
een” — 0,0394639 , em)” — 0,0000002 ; 


ſummirt man die Zahlen zur Rechten der Gleichheitszeichen, fo ſinde 


man: 
2,954089% , 


welche mit v= 2, multiplicirt, folgende Integralbeſtimmung: 


(e” dx = 0,8862268 
0 


darbietet; ſetzt man in Gleichung (62) Ne. 160, a=4, fo fin 
man: oa . | 
- f e”” dx = 4yn = 0,8862269 

welches Refultat mit dem vorigen big auf die ‚teen Decimalfek 


übereinftimmt; der fich ergebende Unterfchied — . rührt Lediglich ber 
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der Linficherheit her, mit der die fiebente Decimale aus einer fieben- 
ftelligen Logarithmentafel entnommen werden kann. 


246. Auch das beftimmte Integrale: 


1 

f etD)ax, 

0 
wollen wir nach der hier mitgetheilten Annäherungsmethode zu be» 
ftimmen fuchen. 

Man bat bier: 
o(x) = e-@t}) 

x? gı(x$ = (i—x?)g(x) 
xt gs(x) = (1i—2x—2x?+x?)g(x), 
x6 ydx) = (1—6x-+3x° +62’ +3rK-xÖ)glz) , 
z8 g,(x) = (1—12x+322?— 18x? —122°—4x6-4+-x8)o(x) , 

x ydx) = (1-20x+1415x32-180x3-50x%+60x5+-50x6-+-20x7-+5x3-x10) (x), 
4—30x-+29422—1080x9-+1095x4-+540x5-200x5 
—240x7—105x3— 3029 6x104-z12 | m 

41—42x-+623x?—3990x3-+105241x°-— 7140x5—5075x® „ N 
-+420x°-+1295x3-+630x9-+189x10-+-42x11-4-7x12—.x1% | ’ 
und zur Herftelung der folgenden und höheren Differenzialquotienten 
bat man die Recurfionsgleichung: 
x2y, (x) + ae] $,_1(X) + (n—1)(2x-+n—2)9,_s(X) 
+ (n—1)(n—2) y„.,(2) = 0, 

die’ für alle ganzen und pofitiven Werthe von n beſteht. Don diefer 
diergliederigen Recurfiondgleichung machen wir gegenwärtig feinen 
Gebrauch, indem wir die Gleichung (A) Nr. 243, auf das vorlie- 
gende Integrale angewandt, mit dem Gliede, das der Annahme m—3 
entfpricht, fchließen mollen. 

Nach diefer feftgeftellten Annahme haben wir die zwifchen O und 
4 enthaltenen Wurzeln der Gleichung: 

gs) = 0 

aufzufuchen; berücfichtiget man alfo den obiger Werth von gelx), 
fo haben wir die Gleichung: 


xiꝰ gel) = | 


xUgix) = 
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xis —6x10-—302°-—1052°—240x7—2002°-+5402°-+ 1005x% 
-=410802°-+294z2?—30x-H1 = 0 


in Beziehung auf die zwifchen O und 4 enthaltenen Wurzeln zu m 
terfuchen, oder wenn man ı=; feßt, fo haben wir Die zwifchen 1 


und +00 enthaltenen Wurzeln der folgenden Gleichung: 
y12—30y11-+294y19—1080y9-+-1095y8-+-540y7—200y6—240y5 
—105y!— —tyP?+1= 
aufzufuchen. J—8— 
Nah dem von Fourier ig feiner Analyse des équations deter- 
mindes aufgeftellten Theoreme (A) überzeugt man ſich, daß diele 
legte Sleihung nur 4 folder Wurzeln befigen kann; Diefelben fin 
zwifchen 2 und 3, zwifchen A und 5, zwifchen 8 und 9 und zwiſchen 
44 und 45 enthalten: fonach liegen die denfelben entiprechenden Wur: 
. zeln der vorigen Gleichung in x zwifchen 4 und +, zwifchen 4 und 
4, jwifchen +4 und 4 und zwifchen „1 und „,, oder wenn diefelben 
auffteigend geordnet vorgeführt werden, dann find diefelben zwiſchen 
und 4,, jwifchen 4 und +, zwiſchen + und 4 und zwifchen + um 
4 enthalten. Bezeichnet man die angenäherten Werthe diefer Wur 
zein, in gleicher Ordnung durch a4, as, a5, und a,, und febt: 
an 755 9 = 7 a3 = on u, 
fo Hat man für die denfelben entfprechenden “Fehler folgende Un 
gleichheiten: 
bı< 0, b<., <<. <<... 
Werden diefe Werthe von a, as, a5, a. in die Ungfeichheiten 
(E) Nr. 243 eingefekt, fo muß man haben: 
2 — 0,000533 „ 
h2 oder h? — 0,000484 , 
h3 oder h2 — 0,000560 , 
h2 <- 0,002024 ; 
die. erfte und zweite diefer Ungleichheiten finden in der That Gtatt, 
die dritte und vierte diefer Ungleichbeiten hingegen kommen den obigen 
für bh; und h, aufgeftellten oberen Grenzwerthe nicht nach; allein m 
terfucht man etwas genauer die Wurzeln, deren angenäherte Werthe 
a; und a, find, fo überzeugt man fi) auch vom Statthaben ber die 
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Größen b3 und h, betreffenden Ungleichheiten, und wir können fo- 
nach, mit Zugrundelegung der obigen Werthe von 4, Ag, a5, a, 
zur DBeftimmung der Größen w, u, Us, Us, u, nach) den Glei- 
chungen (F) Nr. 243 übergehen. 

Man findet zuerfi, wenn von den Decimalen abgefehen wird: 


osaı) = 15705 , Ya) = — 14110, 
ps(a3) = 5531 , pa) = — 285 , 
und völlig genau: 
9) =0, 458(9) —3 0; 
ſetzt man daher, wie im ſpeciellen Falle der vorangehenden Nr. 


&n = In und beachtet man die fo eben aufgeftellten Gleichungen, fo 


überzeugt man fih, auch ohne die numerifche Ermittelung der 
Größen w, us, Ug, Us, u, dorgenommen zu haben, daf die Größe 
u, den fleinfien Werth haben muß; und da es lediglich nur um diefe 
Größe zu thun ift, fo laffen wir die übrigen unbeachtet, und wenden 
uns der zweiten der oben citieten Gleichungen (F) zu, um den Werth 
diefer kleinſten Größe u, zu erfahren. 

Nach dieſer Gleichung findet man: 

u — 0,06829 , 


daher bat man, nad) der Gleichung (G) Pr. 243, 
vu (4 _ ) — 0,05691 ; 


erflären wir und zur Vereinfachung der Rechnung für die An- 
nahme: 


4 
v=005 = — 
‚ 0 ' 


fo bat man, da das vorliegende beftimmte Integrale von x = 0 big 
x—1 fi erſtreckt, nach Gleichung (B) Nr. 243, 


4 
— —41—0 ser n = 0. 
22 ’ 


Es geht fonach die Sleicyung (A) derfelben Nr., auf den vor- 
liegenden Fall angewandt, in folgende über: 


Raabe, Diff. und Int. Rechnung. 30 


566 Integrelrtehnung IV. 246. 


f et) — 


0 
r 1 , 1 
=zv Fa a Pr ++...+e rn -) 4 zent! 


— Yrgı dv + Vgadv — Yegstt)W; 
die erfie Zeile rechts vom Gleichheitszeichen bietet, für v — = fe': 
gendes Refultat dar: 

0,872198235 ; 
ferner geben die anfangs diefer Nr. aufgefiellten WBertbe für g: ı 
vi( x), gxx) . . . die Bleihungen: 

q·.() o, A=6C, UV =0; 
beſtimmt man daher das Glied: 
Ygak)w =6e”’Y,w, 


unter der Annahme v — 5 ‚ fo erhält man für deſſen Werth: 


0,000006007048 , 
ſonach übt die Correctionsreibe im vorliegenden Falle ihren Eimflui 
erft in der neunten Deeimalfieie aus, und man bat: 


f« (x * )a = 0,07219825 , 
0 
und wenn die fiebente Decimalftelle mit Zuziehung der achten cer: 
rigirt wird, hat man endlich: 
1 1 
f u FR \ 
e dx — 0,0721983 , (54 
0 
in der noch die fiebente Decimalftelle richtig fein muß. 
Von dem fo eben ermittelten: Sntegralausdrude ift auch der fol: 


gende: 
1 
f et? t :) dx 


1) 


abhängig. Man bat nämlich 
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[ass dx — f et3) dx + ann dx ; 


0 


umſetzt man nun im zweiten der Integralien zur Rechten x in 
ſo hat man auch: 


Ga = f br) dx + f br) ; 


ferner hat man durch einfache Differenziation die Gleichung: 
1 ‚ 1 ı 
d. Et) = — FR + rd 
x ‘ 


integrirt man bier links und rechts von x —=0 bi8 x 1, fo er- 
bält man: 


2 , 1 1 j 1 
e’— — f are + f tz) dx 
| x?’ 
0 0 


welche Gleichung, mit der vorangehenden durch Subtraktion ver- 


bunden, auf: | 
” -(z+7) 1 (+3) 
f® x=g+r2[e dx (55) 
0 


führt, die die obige Behauptung vechtfertiget. 


Ende des erſten Theiles der Differenzial: uud Integralrechnung. 
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30 


57 


75 
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110 


113 


415 


117 


Verzeichniß der Drud- und Schreibfehler. 


” 


8 
3 


10 


11 


11 


12 


oben 


oben 


oben 


" 


” 


en fol fliehen: in 
F(x) _. fx) 
px)= Fix (x) " x) = Fi) 
f(k-+-no) = " f(x-+-no) = 


er * " Ber I (z) 


—— 


1)! 
1.2.3... . (k—1) (9) 


„1og.(v5 + xy) fol ſtehen: 


; log.(Ya + xV7) 


. die Größer u. ſoll ſtehen: die Größen A u. u 


durch wo und 1 v 
u, 


xdx 


duch w und 1 
w 


fol fichen: 


(1-+2xC0os.0-+x3 Vi+x? 
xdx 
(1+2xC08.9-+x?) y 1+x? 
xY x 
2 (Con. ;) fol fliehen: 2 (Cos ) 
k=p—1 k=p—1 


(mM)2k Cu (mraskr 
— „ , 2p 
1 =1 


Cos. BI 2k5 „ Cos. P-I 2:7 
2p: p 2? 


. 437 „ X\co:_{3n _x , 
Sin (9 + ) Sin (9 + ) ſoll ſtehen: 


Sin (dr + ) Sin.(3r — ) 
4p 2 4p 2 


pSin.x in pz ſoll ſtehen: p Sin.x in z 
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14 
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11 


42 
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(6) und (#°) 
Nr. 34 
atk, 


f (x)dx 


Progeſſion 
hy(a--2h + 


(x) 


[ 


2p 


(14) und (16) 
(45) und (17) 
a <ß 


G) und (51) 
Ar. 33 


atk, 
S g(x)dx 
Progreffion 


hy(a-+2h) + 
yq(x)dx 


2p 

Nyr 

2p 

Mr 

2p 

(14) und (15) 
(16) und (17) 
a@a>Bß 
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